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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwigzan:
30 VI 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
424 (WT = 3,03) i 425 (WT = 2,37)
z numeru 10/2006

— Krakéw
— Rybnik

Mateusz FLacki
Tomasz Tkocz

42,38
40,79

Konrad Kapcia — Czestochowa 36,46 dalej)_
Marian
Lupiezowiec — Zebrzydowice 35,00

Tomasz Wietecha — Tarnéw 31,64
Jerzy Witkowski — Radlin 28,91
Krzysztof Magiera — Losiéw 25,11
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 19,64
Jacek Konieczny — Poznan 18,39

Zadania z fizyki nr 436, 437
Redagugje Jerzy B. BROJAN

436. Stacja kosmiczna sklada si¢ z dwoch czesci o masie 10 ton kazda, odlegtych
wzajemnie o 30 m. Obliczy¢ site rozciagajaca stacje, gdy krazy ona wokot Ziemi
na wysokosci 700 km w pozycji ,,pionowej” (jedna cze$¢ blizej Ziemi, druga

437. Mamy do dyspozycji ogniwa o SEM = 1V bez oporu wewnetrznego

oraz oporniki o oporze 1). Jak z tych elementow zbudowaé¢ uktad o dwoch
koncowkach réwnowazny baterii o SEM = 0,8 V i oporze wewnetrznym 0,75 Q7
Nalezy uzy¢ mozliwie malej liczby ogniw i opornikow. Najlepsze uklady

(o najmniejszej liczbie elementéw) zostana przedstawione w omdwieniu rocznym,

jednak osiagniecie ,rekordu” nie jest wymagane do uznania rozwiazania za

prawidlowe.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2006

Przypominamy tres¢ zadan:

428. Zegar-klepsydra stoi na precyzyjnej wadze, dziatajacej bez zadnej zwtoki. Naszkicowaé wykres
wskazan wagi w zaleznosci od czasu, po obréceniu klepsydry.

429. Cylinder o wysokoéci h = 0,5m i objetogci V = 200 cm® jest calkowicie wypelniony

woda, z wyjatkiem przyczepionego do dna pecherzyka powietrza o objetosci Vo = 0,02 cm?®.
Poczatkowo ci$nienie w gérnym koncu cylindra wynosito p = 10° Pa. Jedli cylinder jest sztywny

(o niezmiennej objetosci), a wspdtczynnik Scidliwosci wody (zdefiniowany wzorem (8 = —

B=5-

428. W chwili poczatkowej, gdy piasek zaczyna spadad
z gbrnego pojemnika (a jeszcze nie spadl do dolnego), nacisk
klepsydry na wage staje sie nieco mniejszy. Pod koniec efekt
jest odwrotny, gdyz ostatnia porcja piasku w chwili upadku
wywiera na klepsydre site wicksza od swojego ciezaru.
Zastosowanie réwnania

ma=F,=P—R
do calego piasku (gdzie a — przyspieszenie $rodka masy,
P — cigzar calego piasku, R — sita reakcji wagi) dowodzi,
ze gdyby piasek spadatl stale na ten sam poziom, to
przez wieksza cze$¢ czasu dzialania klepsydry dwa efekty
wymienione wyzej rownowazylyby sie i wskazanie wagi R
bytoby réwne ciezarowi P. Wynika to stad, ze w takim
przypadku srodek masy przemieszczalby sie w dot ruchem
jednostajnym, czyli a = 0. Jesli jednak uwzglednimy fakt,
ze piasek spada z coraz mniejszej wysokosci, czyli predkosé
spadku, a takze masa piasku bedacego w danej chwili w locie
maleja, to maleje tez predkosé srodka masy piasku. Wektor @
jest zatem skierowany w gore, wiec R > P. Szukany wykres
jest przedstawiony obok, z duza przesada co do realnej
wielkosci réznicy miedzy R a P.
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) wynosi

D

10~ Pa~!, to jak zmieni sie ci$nienie w cylindrze, gdy pecherzyk wyplynie na wierzch?

429. Dla powietrza nietrudno wyznaczy¢ z rownania
Clapeyrona wspdlczynnik $cisliwosci B9 — okazuje sie on
réowny odwrotnosci cidnienia. Zmiana ci$nienia powietrza
w pecherzyku Apg jest rowna réznicy cisnienia stupa
wody i szukanej zmiany ci$nienia wody (ktéra oznaczymy
jako Ap):
Apo = pgh — Ap.

Stad zmiana objetosci pecherzyka wynosi

AV = BoVo(pgh — Ap) = Vo(pgh — Ap) /p.
Przyréwnujac ja do bezwzglednej wartosci zmiany objetosci
wody AV = gV Ap, otrzymujemy

pgh
Ap = ——=—— = 3300 Pa.
P T v

R
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Zadania z matematyki nr 539, 540
Redaguje Marcin E. KUCZMA

539. Niech T, ..., T}, beda tréjelementowymi podzbiorami zbioru
' — n-elementowego X; zaktadamy, ze zbiory 15, Tj (dla i # j) maja co najwyzej
— jeden element wspdélny. Dowiedé, ze istnieje podzbiér S zbioru X, liczacy nie

[ mniej niz [v/2n] elementéw i niezawierajacy zadnego ze zbioréw Tj.

540. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x, y) liczb catkowitych dodatnich, dla ktérych

Termin nadsylania rozwigzan:
30 VI 2007

kazda z liczb x + y, 1 + zy jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym.

Zadanie 540 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2006

Przypominamy tresé¢ zadan:

531. Rozwazamy graf majacy n wierzchotkéw oraz g krawedzi (kazda krawedz taczy dwa rézne

wierzchotki; kazde dwa wierzcholki taczy co najwyzej jedna krawedz). Zakladamy, ze istnieje co

najmniej jeden zamkniety cykl krawedzi dlugosci nieparzystej, ale nie istnieje cykl dlugosci 3.

2]

PP 2 -
Dowiesé, ze 4q < n° — 2n + 5.

532. Ciag liczb rzeczywistych (a, ) jest okreslony wzorem rekurencyjnym:
18 A Y J Y NAREN

n—1

a; dla n > 2.

i=1

Wyprowadzi¢ wzér jawny, wyrazajacy liczby a, jako funkcje zmiennej n.

531. Dowdd przez indukcje. Dla n = 5 graf musi by¢é
piecioelementowym cyklem; zatem ¢ = 5 i (nie)réwnosé
zachodzi. Ustalmy n > 5 i przyjmijmy stusznosé
dowodzonego twierdzenia ,dla mniejszych n”. Niech G
bedzie grafem o n wierzchotkach, majacym podana wtasnosé,
niech ¢ bedzie najmniejsza liczba nieparzysta, dla ktérej
istnieje w G cykl dlugosci ¢ (wiec ¢ > 5) i niech C' bedzie
takim cyklem; z minimalnosci ¢ wynika, ze zadne dwa
wierzchotki w C', ktore nie sgsiaduja, nie sa potaczone
krawedzia.

Oznaczmy przez B zbiér wierzchotkéw grafu G poza C,
a przez b — ich liczbeg (b =n — ¢). W grafie G nie ma
tréjkatow, wiec zaden punkt zbioru B nie jest potaczony
krawedziami z parag sasiadujacych punktéow cyklu C.
Zatem kazdy punkt z B wysyla co najwyzej (¢ —1)/2
krawedzi do C, a taczna liczba krawedzi taczacych B z C
nie przekracza
b(c—1)
—
Jedli w zbiorze B istnieje cykl dtugosci nieparzystej (wéwczas
b > 5), to na mocy zaltozenia indukcyjnego liczba krawedzi
w obrebie B jest nie wieksza niz
b —2b+5
—
Jesli w B nie ma cyklu nieparzystego, to graf G jest
w obrebie B dwudzielny, tzn.
B:BluBg, |Bl|:bl, b1+b2:b,
zadna krawedz nie taczy punktéw z tego samego B;; wowczas
liczba krawedzi w obrebie B jest nie wieksza niz

by < L1 02)°

Zatem w kazdym przypadku ta liczba nie przekracza b2/4A
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W cyklu C' mamy c krawedzi. Dla pelnej liczby krawedzi
w grafie G otrzymujemy oszacowanie

bc—1) b  dc+2mn—c)c—1)+ (n—c)?
Set—— 242 = =
ISt =517 1
~n?=2n+5—(c—1)(c—5) < n® —2n 45
- 4 = 4 ’

ktére zamyka krok indukcyjny i konczy rozwiazanie.
532. Obliczenie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu pozwala
zgadnaé wzér ogdlny
an = (n+1)2"72,
ktory nietrudno udowodnié przez indukcje. Dla n = 1 wzdér
zgadza si¢. Przyjmujac
ai = (i+1)2°72

dla ¢ < n, dostajemy rownosé

n—1 n—1 n—1
4y ai=) (i+1)2' =1+ (i+1)2 =
i=1 i=1 i=0 i
=-1+ Z ZCUT,

i=0 j=0
. 1 dlaj <
gdzie cij = {0 dlaj' > .

Zmieniamy porzadek sumowania,

n—1 n—1 /n—1 n—1
4y " a; :—1+Z<Z2"> =-1+) (2"-2)=
i=1 §=0 \i=j J=0

n—1
=—14n-2"=) P =—l4n-2" - (2" —1)=(n—1)-2".
3=0
Stad wynika teza indukcyjna:

n—1
n+1

n—1
i=1

n+l (n—1)2"

. = 1)2""2,
n—1 4 (n+ )

an = a; =



