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Intranzytywne porzadki
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Dowolng relacje >, zachodzaca miedzy elementami pewnego zbioru, nazywamy
tranzytywna, jezeli dla dowolnych trzech elementéw A, B, C z faktu, ze

A > BiB» C, wynika A > C. Jedli warunek ten nie jest spelniony, to relacje
nazywamy ¢nitranzytywng.

Istnieje poglad (gléwnie wérdéd ekonomistéw), iz ludzie, kierujac sie racjonalnymi
przestankami, powinni wybiera¢ miedzy odpowiadajacymi im rzeczami

w okre$lonym, liniowym porzadku, tzn. jesli przedktadamy Pepsi nad Coca-cole,
Coca-cole nad Lemoniade, to wydaje sie logiczne, iz powinnidmy przedkiadaé
Pepsi nad Lemoniade. Okazuje sie jednak, ze to, co w danej chwili wolimy,
zalezy w znacznej mierze od tego, jak zaprezentowano nam ten wybdr, a decyzje
czesto podejmujemy spontanicznie, kierujac sie aktualng potrzeba. Paradoks ten
byl prawdopodobnie niezaleznie dostrzegany przez wielu myslicieli. Stanistaw
Ulam w swojej autobiografii ,,Przygody matematyka” tak oto wspomina swoje
problemy przy probie oceny owocéw wedlug ,,dobroci”:

Pamietam, zZe w wieku osmiu czy dziewieciu lat chciatem ocenic lubiane
przeze mnie owoce wedtug ,,dobroci”. Probowatem ustalié, zZe gruszka
jest lepsza od jablka, ktore jest lepsze od sliwki, ktora znow jest lepsza
od pomaranczy, az ku swemu zdziwieniu odkrytem, Ze ta relacja nie jest
tranzytywna — to znaczy sliwki mogly byc lepsze od orzechow, ktére byly
lepsze od jablek, ale jablka byly lepsze od Sliwek. Wpadlem w zaklety
krgg, co mnie wtedy zmieszato. Z ocenianiem matematykow jest troche
podobnie.

Przyjrzyjmy sie kilku ciekawym przyktadom intranzytywnosci. Najbardziej
znanym jest dziecieca gra Kamien, Nozyce, Papier. Relacja uzyta do okreslenia
zwyciezcy jest intranzytywna: Kamien pokonuje Nozyce, Nozyce pokonuja
Papier, ale Kamien przegrywa z Papierem.

Kolejnym przykladem intranzytywnoséci sa tzw. kosci Efrona — ponumerowane
niestandardowo kosci szeécienne wynalezione przez Bradleya Efrona. Rozwazmy
cztery kosci A, B, C, D, majace nastepujaca liczbe oczek na sze$ciu Scianach:

A: 4,4, 4,4,0,0.
B: 3,3,3,3,3,3.
C:6,6,2,2, 2,2.
D: 5,55, 1,1,1

) )

Zdefiniujmy nastepujaca gre dla dwdch graczy: w kazdej rundzie gracz

nr 1 wybiera jedna z powyzszych kosci, nastepnie gracz nr 2 wybiera jedna
z pozostalych. Kazdy z graczy rzuca swoja koscig. Runde wygrywa ten,

na ktorego koéci wypadla wieksza liczba oczek. O zwyciestwie w calej grze
decyduje liczba wygranych rund.

Przy tak sformutowanych zasadach gracz nr 2, dokonujac odpowiedniego
wyboru kosci (niezaleznie od wyboru gracza nr 1), moze zapewnié sobie wieksze
prawdopodobienstwo wygrane;j.

Kazda ko$é moze zostaé pokonana przez jedna z pozostalych

z prawdopodobienstwem %:

P(A>B)=P(B>C)=P(C>D)=P(D>A)=3.
Wynik ten kléci sie z naszg intuicja. Oczekiwaliby$my raczej, iz ,,przewaga” jest
tranzytywna, tzn. jesli koS¢ A ma przewage nad koécia B, B nad C i C nad D,
to A powinna mieé¢ przewage nad koscig D. Nasz przyktad pokazuje, Ze nie jest
to regula.

Spolecznie znaczacym przykladem intranzytywnosci jest tzw. paradoks
wyborczy Condorceta. Przypusémy, ze mamy trzech kandydatéw w wyborach
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i prezydenckich A, B i C oraz trzech wyborcéw o nastepujacych, tranzytywnych,
: ' preferencjach.

Rozwigzanie zadania F 689.

Wyborca 1: A= B = C < A.

Warunek réwnowagi stupa rteci dany jest

réwnaniem: Wyborca 2: B> C = A < B.
po = pg(H — h) + p1, Wyborca 3:C~A -~B=<C.
gdzie p1 to ci$nienie powietrza nad rtecia. ,1e . . . . ;. .
7 prawa Boyle's Mariotte's mamy, 7o €Sl A zostanie wybrany jako zwycigzca, to mozna argumentowac, ze zwyciezca
p1 = poV/Sh. powinien by¢é kandydat C, gdyz dwéch Wyboreéw (2 i 3) przedklada C
7 tych dwoch réwnafi otrzymujemy: nad A, a tylko jeden A nad C'. Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié¢
N o poV w przypadku zwyciestwa pozostatych dwéch kandydatéw. Zbiorowe preferencje
e (E H) " = wyborcéw tworza cykl i sg intranzytywne: A = B > C = A. Znéw napotkalidmy

sytuacje sprzeczna z intuicjg. Nawet jesli indywidualne preferencje wyborcow

,\ sa tranzytywne, zbiorowe preferencje moga by¢ intranzytywne. Rozwazania

" na temat tego paradoksu doprowadzilty K. Arrowa do udowodnienia twierdzenia,
iz nie istnieje procedura wyborcza spetniajaca elementarne postulaty
demokratyczne.

Zalézmy, ze w wyborach startuje trzech kandydatéw nr 0, nr 1, nr 2. Tym
i razem przebiegaja one dwuetapowo i rozstrzygaja sie w II turze, do ktérej
' : przechodzi dwoch kandydatéw z najwiekszym poparciem z I tury. W przypadku

Rozwigzanie zadania F 690. wyboréw sktadajacych si¢ z dwoch tur duze znaczenie dla kandydatow

Uktad poczatkowo znajduje sie¢ w stanie

réwnowagi, zatem ma to, z kim przyjdzie im si¢ zmierzy¢ w drugiej turze (kandydat X moze

po + pgH1 = p1, wygraé z kandydatem Y, ale przegraé¢ z kandydatem Z). Czytelnicy pewnie
gdzic p1 to poczatkowe cisnienic pamietaja, jak w czasie ostatnich wyboréw prezydenckich w Polsce kolejne
gazu miedzy tlokami. Z prawa gazety przescigaly sie w publikowaniu sondazy przedstawiajacych zmieniajaca

Boyle’a—Mariotte’a wynika, ze:

p1hS = (po + pgH2)(H1 + h — x — H2)S,

sie sytuacje poszczegdlnych kandydatow, w zaleznosci od tego, na jakiego

przeciwnika trafia w II turze.
stad

Hy 4, - POt eoH, Sprobujmy stworzyé uproszezony matematyczny model takich rozwazan

T = v — Hy — ——————nh. . . . . , . .

! po + pgHo i przyjrze¢ sie w tym kontekscie porzadkom intranzytywnym.
Oznaczmy:

qo — prawdopodobienstwo przejscia do drugiej tury pary (1,2).
¢1 — prawdopodobienstwo przejscia do drugiej tury pary (0,2).
g2 — prawdopodobiefistwo przejscia do drugiej tury pary (0,1).
Niech P(Cy|Bj) oznacza prawdopodobieiistwo wygrania II tury wyboréw

przez kandydata k, gdy decyzja dotyczyla pary niezawierajacej kandydata j
(kv.] = 07 L 2)

Prawdopodobienstwo P(C}) wygrania wyboréw przez kandydata k okresla wzor:
2
P(Cy) =Y P(Ck|B;)P(By), k=0,1,2,
7=0

gdzie P(B;j) := g;.

Rozwazmy przypadek:

(1) P(Cy) = P(C1) = P(Cy) = 3,

gdy kazdy z kandydatéw ma réwne szanse na wygranie wyboréw (wyborcy
w réwnym stopniu preferuja kazdego z kandydatéw). Whrew pozorom nie
jest to sytuacja sztuczna. Wspomnijmy choéby wybory prezydenckie w USA
miedzy G.W. Bushem i A. Gorem, ktére przynioslty minimalne zwyciestwo
obecnemu prezydentowi Stanéw Zjednoczonych. Réwniez ostatnie wyniki
wyboréw parlamentarnych we Wtoszech czy Niemczech cechowaty sie bardzo
wyréownanymi wynikami rywalizujacych partii.

Warunek (1), po wprowadzeniu parametréw P(Cy|B;), przybiera postaé
nastepujacego uktadu rownan:

P(Cy|B2)g2 + P(Co|B1)¢a
(2) P(C1|B2)gq2 + P(C1|Bo)qo
P(Cs|B1)q1 + P(C2|Bo)go =

Wl Wl Wl



a jego rozwigzanie

@ =g (P(C'0|Bl)P(C'1|Bo) - P(CO‘BI);:P(CI‘BO)) ;
(3) G = é (P(CO|B2)P(O2|BO) o P(CO‘B2)‘§P(C2‘BO)> ,
10 = 1 (P(C1] Bo) (G| By) — PGB Caltn) )

gdzie

d = P(C3|B1)P(C1|By)P(Cy|Bs) + P(C2|By) P(C1|B2)P(Cy|B1),
okreéla odwzorowanie ¢ : D3 — Tb trojwymiarowej kostki prawdopodobienstw
warunkowych (D3) w tréjkat (T2), czyli dwuwymiarowy sympleks, bowiem
qo+q1 + g2 =11 gq; > 0. Wspélrzedne barycentryczne punktu tego tréjkata
odczytujemy jako prawdopodobienstwa qg, q1 i go-

Kazda sz6stke prawdopodobienstw warunkowych P(C;|By), spelniajacych
warunek (1), nazywaé bedziemy optymalng strategiq wyborcdw.

W naszym przypadku mozemy mowi¢ o relacji

Kandydat nr 0 < Kandydat nr 1,
jesli spoéréd pary (0,1) wieksze szanse na wygrana ma Kandydat nr 1 niz
Kandydat nr 0 (P(Cy|B2) < P(C1|B2)).

Z wyborem intranzytywnym mamy do czynienia, jesli spelniony jest jeden
z ponizszych warunkéw:

. {P(Cs|By) < %, P(Ci|By) <3, P(Co|Bs2) <3},
u
{P(Cs|B1) >4, P(Ci|By) >3, P(Coy|Bs) > i}

Rysunek przedstawia przeciwdziedzine interesujacego nas odwzorowania ¢ dla
10000 punktéw wybranych losowo wzgledem rozkladu prawdopodobienstwa
stalego na kostce. Intranzytywne strategie optymalne wyborcéw tworza
szescioramienng gwiazde, ztozona z dwéch tréjkatow, z ktérych kazdy
odpowiada jednemu z dwéch mozliwych porzadkow intranzytywnych. Pokrywaja
one znaczng czesé, bo az 4/9 powierzchni tréjkata, z czego 2/9 to obszar
pokrywania sie dwéch porzadkow intranzytywnych — centralna cze$é rysunku.
Zauwazmy, ze wszystkie strategie optymalne (2/3 powierzchni tréjkata)
pokrywaja ten sam obszar sympleksu co optymalne strategie tranzytywne,
cho¢ te ostatnie rzadziej wystepuja w srodkowej czesci rysunku. Oznacza
to, ze dla kazdej optymalnej strategii intranzytywnej mozemy dobraé
strategie tranzytywna prowadzaca do tego samego wyniku. Na przyklad, przy
zréwnowazonych prawdopodobiefistwach qo, ¢1 1 g2 (tzn. w okolicy punktu
Optymalne strategie wyborcow, kolejno g4 — gy = go = %, na pewnym etapie ostatniej prezydenckiej kampanii wyborczej
od géry: wszystkie, intranzytywne, . . , . L1. , ..
branzytywne. w Polsce niemalze réwnoprawdopodobny byt kazdy z mozliwych sktadéow drugiej
tury) wyborcy w réwnym stopniu dziela swoja sympatie pomiedzy trzech
kandydatéw na trzy sposoby: tranzytywny lub jeden z dwéch intranzytywnych.

Stanistaw Ulam stwierdzil, ze porzadek intranzytywny wystepuje czesto przy
ocenie matematykéw. Politykéw chyba troche tez. Ciekawym zadaniem jest
szukanie uzytecznych modeli, w ktérych optymalne efekty da sie¢ uzyskaé jedynie
dzieki porzadkom intranzytywnym. Sukcesy na tym polu pozwolilyby odejs¢

do lamusa pogladom uznajacym porzadki intranzytywne za paradoksalne

i niepozadane.
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Rozwigzanie zadania M 1166.
Niech @ bedzie takim punktem, ze czworokat ABPQ jest réwnoleglobokiem. Wéwczas czworokat
DCPQ takze jest réwnoleglobokiem. Zatem
JLAPQ = 4 PAB = {PCB = {ADQ.
Wobec tego na czworokacie AD P mozna opisaé okrag, skad wynika, ze

LAPB = < PAQ =< PDQ =<xCPD.




