Tré jki pitagorejskie Stwierdzenie, czy dla ustalonej tréjki liczb catkowitych dodatnich
(a,b, c) istnieje tréjkat, ktorego boki maja taka wlasnie dtugosé, jest
proste. Wystarczy, aby suma dowolnych dwéch liczb z tej tréjki byta
wieksza od trzeciej. Jesli ten warunek jest spelniony, to od razu mozemy
powiedzie¢, czy trojkat bedzie prostokatny. Kwadrat najwiekszej liczby
musi by¢é rowny sumie kwadratéw pozostatych. Takie trojki nazywamy
pitagorejskimi. Kazda tréjka pitagorejska daje nam nowe trojki postaci
(ka, kb, kc), dlatego wystarczy rozpatrywaé tylko tréjki, ktore nie sa
wielokrotnoscia jakiej$ innej. Bedziemy je nazywaé pierwotnymi, a do ich
wyznaczania przyda nam si¢ okrag.

Kazdej pierwotnej tréjce pitagorejskiej (a, b, ¢) przyporzadkujmy punkt
(a/c,b/c) na okregu zadanym réwnaniem x? 4 y? = 1. Obie wspélrzedne
tego punktu sa wymierne. Poniewaz te procedure mozemy odwrdcié
(utamki sprowadzamy do wspélnego mianownika), wszystkie pierwotne
tréjki pitagorejskie sa zakodowane przez takie wtasnie punkty na okregu.
IdZmy jednak dalej. Prosta przechodzaca
przez punkty (1,0) i (a/c,b/c) przetnie
o$ OY w punkcie (0, q), gdzie q jest
liczba wymierna wigksza od 1 (rys.).
Odwrotnie, wezmy wzglednie pierwsze
liczby naturalne m i n, tak by m > n
i poprowadzmy prosta przez (1,0)
i (0,m/n). Przecina ona okrag w dwdch
punktach. Jeden z nich to oczywiscie
> (1,0). Wspélrzedne drugiego wyznaczamy,
rozwiazujac uktad réwnan:
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Pamietajac, ze punkt (1,0) jest jednym z rozwiazan i korzystajac
ze wzoru na sume pierwiastkéw réwnania kwadratowego, znajdujemy

drugie:
m?—n? 2mn
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Gdy m i n sa réznej parzystosci, utamki te sg nieskracalne, stad ogdlna
postaé¢ pierwotnej tréjki pitagorejskiej to (m? — n?,2mn, m? + n?).
Uzyskany wzor umozliwia podanie warunku koniecznego na to, by trdojka
(a,b,c) byla tréjka pitagorejska bez obliczania kwadratéw. Mianowicie,
w kazdej tréjce pitagorejskiej musi wystapié¢ liczba podzielna przez 3,
liczba podzielna przez 4 oraz liczba podzielna przez 5. Moga to by¢
rézne liczby, tak jak w (3,4,5), a moze to by¢ jedna wspdlna liczba

dla wszystkich dzielnikéw, tak jak w (11,60,61). Przyktadowy dowdd:
jesli 3 dzieli m lub n, to jest to oczywiste. W przeciwnym przypadku,
m? i n? przystaja do 1 modulo 3 i m? — n? jest szukang liczba. Podobnie
dowodzimy dla 5. Dla 4 wynika to bezposérednio z faktu, ze jedna z liczb
m i n jest parzysta.

Powyzsza metoda moze byé¢ uzyta do poszukiwania rozwiazan

w liczbach wymiernych takze innych réwnan wielomianowych stopnia
dwa z catkowitymi wspotczynnikami (wykorzystala ja, na przyklad,

M. Brambilla w Delcie 10/2006). Najwazniejsze, zeby najpierw znalezé
przynajmniej jeden punkt o wspétrzednych wymiernych na zadanej przez
rownanie krzywej. Ale czy taki punkt zawsze istnieje?
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