Dlaczego 22 =4, czyli twierdzenia o rekursji
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3
o wierzchotkach w danych punktach

Sposréd wszystkich (.—)) = 10 tréjkatow

wybierzmy taki, ktéry ma najwiecksze

pole. Oznaczmy jego wierzchotki przez A,

B, C. Przez kazdy wierzcholek tréjkata
ABC poprowadzmy prosta réwnolegla

do przeciwlegtego boku, uzyskujac tréjkat

DEF, o polu niewigkszym niz 4.

E C

D

Poniewaz kazdy tréjkat o wierzchotkach
w danych punktach ma pole niewigksze
od pola trojkata ABC, wiec pozostale
dwa punkty lezag w tréjkacie DEF.
Ponadto w jednym z tréjkatéw ABF,
BCD, CEA nie lezy zaden sposrod
danych punktéw. Odcinajac trojkat ten
od tréojkata DEF, uzyskujemy trapez

o polu niewigkszym od 3 i zawierajacy
danych 5 punktow.

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
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Matematyk nie musi wiedzieé, ile jest 2 - 2 — on musi wiedzieé¢, czemu to jest 4.
7Z kolei logik zagadniety w tej materii, zanim odpowie, najpierw zada cztery
pytania: co to jest ,dwa”; co to jest ,ile”, co to jest ,razy” i co to jest ,jest”. Te
ostatnia kwestie pozostawmy filozofom, przyjmujac, ze wiemy, co to znaczy. Co
to znaczy ,ile”, nadaje si¢ na calkiem osobny artykul, wiec i tym nie bedziemy
sobie teraz zaprzataé glowy (szczegdlnie ze chodzi tylko o ,cztery”). Co to jest
»dwa”, wyjasni sie niebawem. Tym, czym zajmiemy si¢ w tym artykule, jest to,
co znaczy ,razy”.

We wspolczesnej teorii mnogoéci liczby naturalne definiuje sie jako elementy

najmniejszego zbioru induktywnego (oznaczanego zazwyczaj symbolem w).

Najmniejszego, czyli zawartego w kazdym innym zbiorze induktywnym. Zbior A,

z kolei, jest induktywny, jesli zbiér pusty 0 (ktéry uznamy za liczbe naturalng

wzero”) don nalezy (0 € A) oraz spelnia on nastgpujacy warunek:
a€A=aU{a} €A

W dalszym ciagu zamiast a U {a} pisa¢ bedziemy S(a) 1 nazywaé bedziemy

to nastepnikiem a, czymkolwiek a jest. Wowczas, wedle pomystu

J. von Neumanna, 1 = S(0) = {0}, 2 =5(1) ={0,1}, 3= 5(2) = {0, 1,2},

4=25(3)={0,1,2,3}, etc.

Definicja zbioru liczb naturalnych jako najmniejszego zbioru induktywnego
implikuje znang ze szkoly zasade indukcji matematycznej: jesli jakas
wlasnosé @ przystuguje liczbie zero oraz z tego, ze przystuguje dowolnej
liczbie n, wynika, ze przystuguje liczbie nastepnej S(n), to wlasnosé ta
przystuguje wszystkim liczbom naturalnym. Niech bowiem A bedzie zbiorem
tych i tylko tych liczb naturalnych, ktore maja wlasnoéé¢ ®. Wowcezas,
oczywiscie, 0 € A oraz jedli a € A, to takze i S(a) € A, czyli A jest zbiorem
induktywnym. Skoro w zawarty jest w kazdym zbiorze induktywnym, oznacza
to, ze w szczegllnosci zawiera sie w A. I tym sposobem dla dowolnego a € w
zachodzi ®(a).

Rozwazmy teraz rodzing Rg wszystkich relacji p C (w X w) X w (czyli relacji
wiazacych pary liczb naturalnych z pojedynczymi liczbami naturalnymi), ktére
spelniaja nastepujace dwa warunki: {a,0) p a, dla dowolnego a € w, oraz jesli juz
{a,b) p ¢, to takze {(a, S(b)) p S(c), gdzie a,b, ¢ € w. Oczywiscie, rodzina ta jest
niepusta, bo relacja pelna (w X w) x w do niej nalezy. Niech dalej pg = [ Rg.
Nietrudno wykazaé¢ za pomoca zasady indukcji, ze dla dowolnej pary liczb
a,b € w istnieje ¢ € w, dla ktérego (a,b) pg c. Nieco wiecej zachodu wymaga
zauwazenie, ze owo c¢ jest jedyne. Gdyby bowiem dla jakiej$ pary a,b tych ,c”
bylo dwa, powiedzmy ¢ i ¢, to wéwezas relacja p’ = pg\{{{a,b), c1)} nalezataby
nadal do rodziny Rg, skad wynikaloby, ze pg C p’, co nie jest prawda. Skoro
tak, to znaczy, ze relacja pg jest funkcja, a to jedyne ¢, dla ktorego zachodzi
{(a,b) pg ¢, nazywaé bedziemy suma liczb a i b i oznaczaé je symbolem a + b.
Policzmy sobie co$. Skoro dla dowolnej relacji p z Rg zachodzi (a,0) p a, oznacza
to, ze a + 0 = a (co zreszta doskonale ,wiemy”). Skoro (a,0) p a, to takze
(a, S(0)) p S(a), dla p € Rg. Czyli, innymi stowy, a + 1 = S(a). Tj. dodanie
jedynki, to po prostu wziecie nastepnika danej liczby. Positkujac si¢ zasada
indukeji matematycznej (czyli wlasciwie definicja liczb naturalnych), mozna
wykaza¢ doskonale nam znane wtasnosci operacji dodawania liczb naturalnych
— przemiennos¢ i tacznosé:
at+b=b+a i a+(b+c)=(a+db)+¢c, a,bc€Ew.
Warunki ujete w definicji rodziny Rg, przektadaja sie na znane skadinad
formuty:
a+0=a
{a+(b+1) = (a+b)+1
dla a,b € w.
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W rozwigzaniu skorzystamy

z nastepujacego twierdzenia: prosta p
jest prostopadla do plaszczyzny ™ wtedy

i tylko wtedy, gdy

pewnych dwéch nieréwnoleglych prostych

zawartych w plaszczyznie 7.

Niech A’ bedzie rzutem prostokatnym

punktu A na prosta BC.

st prostopadta do

Prosta AD jest prostopadla do
plaszczyzny BCD, skad AD 1 BC.
Ponadto AA" | BC, a wiec

z zacytowanego twierdzenia wynika,

ze prosta BC' jest prostopadtla

do plaszczyzny AA’ D. Zatem kazda

prosta zawarta w plaszczyznie AA’D jest
prostopadtla do proste;

i BC.

Niech H bedzie spodkiem wysokosci
w tréjkacie AA’ D opuszczonej

z wierzchotka D. Wtedy DH 1 AA’

oraz DH 1 BC. Zatem prosta DH jest
prostopadlta do ptaszczyzny ABC. Wobec

tego spodek wysokosci czworoscianu

ABCD, opuszczonej z wierzchotka D lezy
na wysokosci AA’ tréjkata ABC.

Analogicznie dowodzimy, ze spodek ten
lezy na pozostalych wysokosciach tréjkata

ABC, co konczy dowdd.
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Temperatura pary jest proporcjonalna
do éredniego kwadratu predkoséci molekut:

T =p=

3R’

Zatem dla oszacowania temperatury

trzeba znalez¢ $redni kwadrat predkosci.

Ruch czastek w pionie odbywa sig

pod wplywem sily ciezkosci. Z jednej
strony czas ruchu czastki to 7 = —,

Vs

z drugiej jest to czas spadku swobodnego

, 2h
réwny —. Stad vg, =14/ —,

ostatecznie daje:

pl°g

" 6Rh

g
2h

~ 600 K.
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Cco

Zostawmy jednak dodawanie, bo interesuje nas przeciez mnozenie liczb.

Niech Rg bedzie rodzina wszystkich relacji p C (w x w) X w, ktére spelniaja
nastepujace warunki: (a,0) p 0 dla a € w oraz jedli (a,b) p ¢, to takze

(a, S(b)) p (¢ + a). Oczywiscie, znowu relacja pelna jest w Re i znowu mozemy
méwié o relacji po = (R, o ktérej bez trudu, podobnie jak bylo w przypadku
relacji pg, pokazemy, ze jest funkcja, czyli ze dla dowolnych a,b € w istnieje
jedyne ¢, dla ktérego (a,b) pg ¢. To jedyne ¢ nazywaé bedziemy iloczynem
liczb a i b i oznaczaé bedziemy symbolem « - b. Teraz, skoro {(a,0) p 0 dla

a €wipée Ry, mozemy to zapisaé jako a - 0 = 0. Ponadto dostajemy stad,

ze {a,1) p (04 a) =a dla p € Re, czyli ze a- 1 =a dla a € w. Bezposrednio

z definicji rodziny R dostajemy takze, ze a- (b+1)=a-b+a dlaa,b € w,

co stanowi uszczuplong wersje prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania. Pelna wersje tego prawa, jak i tez inne wlasnoéci mnozenia, takie jak
przemienno$¢ i tacznosé, dostaniemy, pracowicie korzystajac z zasady indukcji
matematycznej.

Ile zatem jest 2 - 27 Mamy:

2:2=2-(141)=2-142=242=24+(1+1)=2+1)+1=34+1=4.
Uwazny Czytelnik zauwazyl pewien schemat w naszym dotychczasowym
wywodzie. RozwazaliSmy rodziny relacji p spelniajace pewne dwa warunki.
Pierwszy warunek stwierdzal, ze pary postaci {a,0) sa w relacji z jaka$ liczba
g(a). Drugi warunek byl implikacja: jesli (a,b) byl w relacji z ¢, to wtedy
takze (a, S(b)) jest w relacji z ,czym$ tam” zaleznym od a,b i c. Udcidlenie tej
obserwacji prowadzi do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (o rekursji). Niech A i P bedg dowolnymi zbiorams i niech
g:P— Aorazh: P xwxA— A. Wowczas istnieje dokladnie jedna funkcja
f: P xw— A, spelniajgca réwnania:
{ f(p,0) = g(p)
f(p,n+1) = h(p,n, f(p,n))
dlape P, ne€w.

Dwa przyklady zastosowania tego twierdzenia widzieli$my wyzej (A = P = w,
jakie g1 h 7).

Przyjrzyjmy sie dokladniej innym.
Przyklad

¢ (potegowanie) Niech A = P = w i niech g(p) =1 oraz h(p,n,w) =p-w dla
p,n,w € w. Wowcezas funkcja | z twierdzenia o rekursji to f(p,n) = p™, gdzie
PN E W

e (silnia) Niech P = {0}, A=w oraz g(0) =1 i h(p,n,w) =w- (n+ 1),

dlap € P, n,w € w. Wowezas f(0,n), gdzie | jest funkcjqg, o ktérej mowa

w twierdzeniu o rekursji, to n!.

e (poprzednik) Niech P = {0}, A = w oraz g(0) =0 i h(p,n,w) =n, dla p € P,
n,w € w. Wowczas f(0,n), gdzie f jest funkcjq, o ktérej mowa w twierdzeniu

o rekursji, to 0 dlan =0, a dlan > 0 to liczba, ktorej nastepnikiem jest n.

Funkcje te nazywadé bedziemy funkcjg poprzednika i oznaczymy jg symbolem p.

e (odejmowanie) Niech P = A =w oraz g(a) = a i h(p,n,w) = p(w), dlap € P,
n,w € w. Wowczas f(p,n), gdzie f jest funkcjq, o ktérej mowa w twierdzeniu

o rekursji, to 0 dla p < n, a dla p > n to jedyna liczba k, dla ktorejn+k =p
(czyli réznica p i n, oznaczamy p—n)

Twierdzenie o rekursji mozna na wiele sposobéw uogdélniaé, ale to temat
na calkiem inny artykut.

Pozostaje tylko zapytaé, czy wszystkie ,sensowne” dzialania na liczbach
naturalnych mozna tak zdefiniowaé. Np. dzielenie z reszta? Okazuje sie, ze nie
wszystkie, chociaz dzielenie z reszta akurat tak.
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