Ciag, ktory lubi nieréwnosci
Praca nagrodzona zlotym medalem

w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki, Gdansk 2006.

Prace na tegoroczny konkurs mozna nadsytaé¢ do 1 maja 2007 roku.
Regulamin KUPzM zamies$ciliémy w numerze 1(392)/2007.

Rozwazmy ciag (a,) zdefiniowany rekurencyjnie dla
n € Z4 w nastepujacy sposob:

Ay = E (477

0<k<n,(n,k)=1

a1:1,

dla n > 1 (gdzie (n, k) oznacza najwiekszy wspolny
dzielnik n i k). Zatem a,, to suma tych poprzednich
wyrazow, ktére nosza numery wzglednie pierwsze z n;
np. ag = a1 +as, ag = a1 + as + as + ay.

Wartosci tego ciagu dla poczatkowych liczb naturalnych
przedstawiam ponizej.

n|1]2[3[4|5]|6] 78] 9]10
an | 11112137 |8]22]|32]66 |91

n|11 |12 13| 14 | 15 | 16 | 17 | 18
an | 2331263 (72910382059 | 3119 | 7674 | 8666

Beda nas interesowaé nieréwnosci spelniane przez
wyrazy ciaggu a,. Zacznijmy od najprostszych, ktore
natychmiast wynikaja z definicji:

(1) An+1 > A,

(2) A2n+1 2 G2n + A2p—1-

Pierwsza z nich wynika stad, ze (n 4+ 1,n) = 1, druga
za$ stad, ze (2n 4 1,2n — 1) = 1 dla kazdego n. Réwnie
oczywiste sa nierownosci w drugg strone:

(3) 2n4+1 < A2 + A2p—1 + Q2p—2 + ... + a1,

(4) a2n < A2p—1 + A2n—3 + A2n—5 + ... + a1

(druga wynika stad, ze wszystkie liczby wzglednie
pierwsze z liczba parzysta sa nieparzyste). Zauwazmy,

ze w dwoch ostatnich nieréwnoéciach réwnoséé zachodzi
w nieskonczenie wielu przypadkach dla n dodatnich:

w pierwszej, zawsze gdy 2n + 1 jest liczba pierwsza,

w drugiej za$ dla kazdego n bedacego potega dwojki.
Mniej trywialna jest nieréwnosé

(5) G2n+1 > Qo + Gon—2 + ... + as.

Jej dowodd przebiega przez indukcje wzgledem n. Dla

n = 1 teza oczywiscie zachodzi. Przypu$émy, ze zachodzi
rowniez dla n = k, gdzie k € Z ;. Wowczas, korzystajac
z (2) i z zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy

(2k+3 2 A2k+2 + A2k41 > Q242 + a2k + G2p—2 + ... + a2,
co konczy dowdd kroku indukcyjnego.

Z (5) oraz (1) natychmiast wynika kolejna nieréwnosé:
(6) a2n41 > A2p—1 + Q2p—3 + ...+ ai.

Zauwazmy jeszcze, ze korzystajac z (4) oraz (6),
dostajemy

Aon < Aon—1 + A2pn—3 + ...+ a1 < a2p—1 + A2p—1,
czyli
(7) Aoy < 20951
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Kiedy zaczalem zajmowac sie¢ tytulowym ciagiem,
zainteresowalo mnie, jak zachowuja sie ilorazy kolejnych
wyrazow: czy rosna do nieskonczonosci, czy moze
zbiegaja do jakiejs liczby, czy tez zachowuja sie

w jeszcze inny sposob. Szybko zauwazytem, ze choé
ilorazy te bywaja bardzo bliskie liczby 3, nie wyglada
na to, by ja kiedykolwiek przekraczaly. Z poczatku
probowatem udowodnié¢ te zaleznosé indukcyjnie,
korzystajac z powyzszych nieréwnosci, jednak
bezskutecznie. Na trop wlasciwej metody wpadiem
dopiero wtedy, gdy usitowalem udowodnié nieréwnosé

(8) A2p + A2p—2 > A2p—1 + G2p—3 + ...+ a71.
Tej nieréwnoéci réwniez nie sposéb dowiesé przez prosta
indukcje. Jednak gdy oznaczymy przez p najmniejsza
liczbe pierwsza nieparzysta, ktéra nie dzieli n, to
liczba 2n — 2 nie dzieli si¢ przez zadna liczbe pierwsza
nieparzysta mniejsza niz p, a wiec jest wzglednie
pierwsza z kazda liczba nieparzysta mniejsza od p.
Zatem 2n jest wzglednie pierwsza z liczbami 2n — 1
i2n —p, a2n—2zliczbami 2n — 3,2n —5,...,2n — p.
Wobec tego
A2n > a2n—1 + a2n—p,
G2p—2 2 A2p—3 + A2pn—5 + ... + A2p—p.
Sumujac powyzsze nieréwnosci i korzystajac z (6),
dostajemy
G2p + A2p—2 2 G2p—1 +A2p-3+ ...+ a2p—p + G2 —p >
> a2p—1+ G2pn—3 + ...+ G2n—pt
+a2n7p72 + A2n—p—4 +...+a,

czyli dowodzona nieréwnosé.

Podobnej, choé nieco subtelniejszej, sztuczki uzytem
w dowodzie (ktéry tutaj pomine) nieréwnosci

9) Q2pn > G2p—2 + Q2p—3 + ...+ a1,
z ktérej pozadana przez nas nieréwnosé
(10) Upt1 < 3a,

jest prostym wnioskiem. Dla n nieparzystych mamy
bowiem mocniejsza nieréwnosé (7), a dla n = 2k,
korzystajac z (3) oraz (9), dostajemy

A2k41 < A2k + A2k—1 +Agk—2+ ...+ a1 <

< agk + azk—1 + agk < agk.

Warto przy okazji zauwazy¢, ze nieréwnosé (9) mozna
latwo uog6lnié, poniewaz z (2) dostajemy

A2n41 2 A2p—1 + A2p > Q2p—1 + Q22 + ...+ aq.
Zatem dla kazdego n > 2
(11)
Pojawia sie pytanie, czy nier6wnosé (10) mozna
poprawié, tzn. czy istnieje stata mniejsza niz 3, przy
ktérej nieréwnosé bytaby nadal prawdziwa. Okazuje
sie jednak, ze nie, bo w dowodzie nieréwnosci (10)
wszystkie istotne oszacowania odbywaty sie na poziomie
wyrazéw rzedu asy,—p, ktére przy duzym p sa male
w poréwnaniu z agy. Scisty dowdéd pomijam.

Qp > Gp—2 +ap—3+ ...+ a1.



Z (10) natychmiast wynika, ze a,t2 < 9a,. Te
nieré6wnos¢ mozna jednak znaczaco poprawi¢. Pokazemy
teraz, ze dla n € Z zachodzi

(12) An+2 < Oy,
Skorzystamy kolejno z (3), (9), (7), (4), (10) oraz (8):
A2k+1 < A2k + Gok—1 + a2p—2+ ...+ a1 <

< 2agk + azkp—1 < dagk-1,
agk+2 < Aopt1 + Q2k—1 + Q2k—3 + ...+ a1 <

< 3aok + asy + agi—2 < Sagg.
Okazuje sie, ze wspélczynnik 5 w tej nieréwnoéci
wciaz nie jest optymalny, jednak dowod tego faktu
tutaj pomine. Z kolei ze stala 4 nieréwnoé¢ nie bedzie
prawdziwa, poniewaz mamy ags/aso =~ 4,3. Stad
widaé, ze optymalna stala dla tej nieréwnosci bedzie
niecatkowita. Mozna przypuszczaé, ze bedzie to liczba
niewymierna, a nawet przestepna, jednak ciezko
wyobrazi¢ sobie, jak mozna by to udowodnié.

Interesujace jest, czy dla jakiego$ k > 2 optymalna
stata ¢ w nieréwnosci an4r < can bedzie liczba
catkowita. Obliczenia na komputerze pokazuja, ze
najwiekszy iloraz a,46/an, dla n mniejszych niz 10 000,
to okolo 35,996. Doé¢ dlugo usitowatem udowodnic
nierownosé a, ¢ < 36a,, jednak bezskutecznie. W koncu
zaczalem sprawdzaé ja dla jeszcze wigkszych n i okazalo
sie, ze

430036 36,02.

(30030
Widaé wiec, ze nie zawsze warto polega¢ na hipotezach,

ktoére dzialaja dla dziesieciu tysiecy przypadkow.

Teraz przejde do hipotezy, ktora obliczenia potwierdzaja
z duzym zapasem, i co do ktérej nie wyobrazam sobie,
zeby mogta sie kiedys okazaé falszywa. Stwierdza ona,
ze dla wszelkich n, k € Z ; zachodzg nieréwnosci

(13)
W rzeczywistosci sadze, ze po lewej stronie mogtoby
by¢ agt1an, ale nie mam za taka nieréwnoscia zadnych
argumentéw, poza danymi doswiadczalnymi i dowodami
szczegdlnych przypadkow dla matych k. Najwazniejsze
jednak w mojej hipotezie jest to, ze skrajne strony
roznig sie o staly czynnik.

Aplp < Qnig < Ak, -

Okazuje sie, ze obie powyzsze nieréwnosci wynikaja
z mocniejszej, choé — przy pewnym obyciu z naszym
ciggiem — dosy¢ intuicyjnej hipotezy. Niech P(n)
oznacza najmniejsza liczbe pierwsza, ktora nie dzieli n.
Wspomniana hipoteza stwierdza, ze dla kazdego k € Z
istnieje takie [ > 0, ze dla wszelkich n, m € Z, takich, ze
P(n)+1< P(m)in+k > 1 zachodzi nieréwnosé
(14) An+k < Am+k )

Qn Qm
Pokaze teraz szkic dowodu (bez korzystania z tej
hipotezy) lewej nieréwnosci z (13) w przypadku, gdy
Pn+k)>k.

Dla wygody zmienmy troche oznaczenia. Zapiszmy
nieréwnos¢ w postaci

(15)  an > agan—g dla n>k>0, P(n) > k.
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W dowodzie postuzytem si¢ pomocniczym ciagiem
dwuwymiarowym (b; ;), zdefiniowanym dla ¢ > j > 1
w nastepujacy sposob:

bia=1, bij=Y brr gdy i-j#L
0<k<j (i,k)=1
Mozna pokazaé przez indukcje wzgledem j, ze zachodzi
nieréwnosc

k
An, > Zbi,jan—ia gdy P(n) > k’ 1< J < k.
i=j

Z niej w szczegoblnosci dla j = k wynika, ze przy
P(n) >k

Qn, 2 b pan_k.
Jednak wprost z definicji ciagu (b; ;) wynika, ze dla
kazdego ¢ € Z mamy b; ; = a;. Stosujac to do ostatniej
nieréwnosci, dostajemy nieréwnosé (15). W przypadku,
gdy P(n) < k, pozadana nier6wnosé¢ wynika tatwo
z udowodnionego przypadku oraz z hipotezy (14).

W przypadku prawej nieréwnosci z (13) nie udato mi

sie wiele udowodnié bez korzystania z hipotezy (14),
przy zalozeniu za$ jej prawdziwosci dowdd przebiega
do$¢ tatwo, indukcyjnie wzgledem k, przy czym trzeba
w kroku indukcyjnym rozwazy¢ osobno przypadki, gdy
P(n) > k oraz gdy P(n) < k. Stad widaé, ze (13) wynika
z hipotezy (14).

Zastanéwmy sie teraz nad konsekwencjami hipotezy
(13). Zauwazmy najpierw, ze jesli mamy nier6wnoséé
Onik < Clp

dla kazdego n € Z i ustalonych k € Z i c € Ry, to
mozemy stad wnioskowaé, ze ciag (a,) mozna oszacowaé
7z gory przez ciag geometryczny o ilorazie /c. Jest

tak, poniewaz kazdy z ciagéw (a;, Gpti, G2k+i, - - -),
dlai=1,2,...,k, mozna — co bardzo tatwo wykazac
indukcyjnie — stabo oszacowaé z géry przez ciag

(a;,ca;, c?a;,. . .).

Zachodzi wiec nieréwnosé
a; .
Amkri < a; (/)™ = (Tzc)i(%)mkﬂ

dla kazdego m € Z . Oznaczmy a;/({/c)’ przez c;.
Widaé wigc, ze jesli oznaczymy przez ¢’ najwigkszg
z liczb ¢; dlai=1,2,...,k, to zachodzi¢ bedzie
nier6wno$é¢ a,, < ¢/(/c)™. Analogiczne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ dla nieréwnosci w przeciwna
strone.

Jesli wiec hipoteza (13) jest prawdziwa, to dla
dowolnego k € Z 4 ciag (a,) mozna ograniczy¢ z dotu
iz géry przez dwa ciagi geometryczne o wyrazach
dodatnich i o ilorazach odpowiednio ¢/aj, oraz {/5ax.

Jest oczywiste, ze je$li dany ciag mozna ograniczy¢

z dotu przez ciag geometryczny o ilorazie ¢, to nie
mozna go ograniczy¢ z gory przez ciag o ilorazie ¢’ < ¢
(i vice versa). W przeciwnym bowiem przypadku
mieliby$my dla kazdego n € Z, i dla pewnych ¢, ¢/
dodatnich

cq" < ap < cq™,



czyli

n
c (%) <c.

Jednak po lewej stronie mamy rosnaca funkcje
wykladnicza, zatem otrzymaliSmy sprzecznosé.

Latwo zauwazy¢é, ze wraz ze wzrostem k roznica liczb
Yay i {/bay, dazy do zera. Wynika to szybko stad,

ze ({/an) jest ograniczony z géry. Z poprzedniego
spostrzezenia wynika, ze jesli moja hipoteza jest
prawdziwa, to kres gérny {/aj nie przekracza kresu
dolnego /5ay, zatem musi istnieé taka liczba a, ze dla
kazdego k € Z bedzie

Yar < a < Vba.

Skoro jednak skrajne strony maja wspdlna granice przy
k — o0, to z twierdzenia o trzech ciagach ta granica
musi by¢ a. Widzimy wiec, ze istnieje taka liczba,

ze ciag (a,) mozemy ograniczy¢ z dotu przez ciag
geometryczny o dowolnym ilorazie dodatnim mniejszym
od tej liczby, z géry zas przez ciag o dowolnym ilorazie
od niej wiekszym. Pokazuje to, ze choé iloraz a,11/an

zalozeniu prawdziwosci hipotezy (13)) zachowanie
ciagu (a,) przypomina troche zachowanie ciagu
geometrycznego o ilorazie a.

Na nieréwnosciach spelnianych przez wyrazy

ciagu nie koncza sie jego ciekawe wlasnosci.
Szukajac informacji o nim w Internecie,

wpisatem jego poczatkowe wyrazy na stronie

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences
(http://www.research.att.com/ njas/sequences/).
Okazalo sie, ze istnieje on w tamtejszej bazie danych
jako ciag A045545. Znalaztem tam tez informacje, ze
Benoit Cloitre udowodnil, iz réwnosé

Un42 = 2an + an+1
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n i n + 2 sg liczbami
pierwszymi blizniaczymi. Widaé stad, jak szeroka game
problemdéw otwiera omawiany ciag. Zmagania z nim
daty mi wiele radoéci i satysfakcji.

Czytelnikdéw zainteresowanych tematem przedstawionym
w niniejszym artykule zapraszam do przeczytania calej
pracy, ktérej aktualna wersja znajduje si¢ pod adresem

nie dazy do zadnej liczby przy n — oo, to (przy

i Zadania
A

http://students.mimuw.edu.pl/~js248325/praca.pdf.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1162. Na plaszczyznie danych jest 5 punktéw o tej wlasnosci, ze pole
kazdego trojkata o wierzchotkach w tych punktach nie przekracza 1. Wykazac,
ze punkty te leza w pewnym trapezie o polu nieprzekraczajacym 3.
Rozwiazanie na str. 6

M 1163. Dany jest czworoscian ABC D, w ktérym katy plaskie przy
wierzchotku D sa proste (rys. 1). Wykazaé, ze spodek wysokosci tego
czworo$cianu, opuszczonej z wierzchotka D, pokrywa si¢ z punktem przecigcia
wysokosci tréjkata ABC.

Rozwiazanie na str. 7

M 1164. Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Wykazac, ze kazdy wyraz ciagu
nl+1, nl+2, ...
ma dzielnik pierwszy, ktory nie jest dzielnikiem zadnego innego wyrazu tego

ciagu.
Rozwiazanie na str. 16

,nl+n

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 687. Z butli, w ktérej znajduja sie silnie zageszczone pary potasu, ucieka
przez waska pozioma rurke wiazka atoméw. Oszacowaé temperature par,
wiedzac, ze $rednie obnizenie wiazki w odleglosci [ = 50 cm od butli wynosi

F 688. Nad gazem idealnym wykonano cykl przemian pokazany na rysunku 2.
Zmnalez¢ stosunek maksymalnej objetosci gazu do minimalnej, osiaganych w tym

P

1

2pif---

h =3 um.

pf--s 9 Rozwiazanie na str. 7
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
T s T cyklu przemian, objetosci.

Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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