Podamy teraz dow6d samego twierdzenia Newtona, ktéry oparty jest na
ponizszym lemacie. Przez [F] bedziemy oznaczaé pole figury F.

Lemat. Dany jest czworokat wypukly ABC D, niebedacy réwnolegtobokiem,
oraz liczba dodatnia a. Wéwczas wszystkie punkty X lezace wewnatrz
czworokata ABCD, dla ktérych [X AB] + [XCD] = a, leza na jednej prostej.
Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze proste AB i C'D nie sa
réwnolegle 1 przecinaja sie w punkcie E (rys. 11). Niech ponadto K i L beda
takimi punktami lezacymi odpowiednio na pélprostych EA™ i ED™, ze
EK = AB oraz EL = CD. Wtedy

(2) a=[XAB]+[XCD]=[XEK]+[XEL)=[EKL]|+ [KLX],
gdzie znak w ostatnim wyrazeniu zalezy od tego, czy liczba a jest wigksza, czy
mniejsza od pola tréjkata EK L (wtedy punkt X znajduje sie¢ odpowiednio
na zewnatrz lub wewnatrz tréjkata EKL).

W obu przypadkach potozenia punktéw F, K i L nie zaleza od wyboru
punktu X. Zatem na mocy réwnoéci (2) pole tréjkata K LX réwniez nie zalezy
od wyboru punktu X. Stad wynika, ze wszystkie punkty X leza na pewnej
prostej, rownoleglej do prostej K L.

Przystepujemy do dowodu twierdzenia Newtona. Niech a = %[ABCD].
Wykazemy, ze jesli X jest jednym z punktéw I, M lub N, to

(3) [XAB] 4+ [XCD] = a,

skad bezposrednio z powyzszego lematu uzyskamy teze twierdzenia Newtona.

c Oznaczmy przez r promien okregu wpisanego w czworokat ABC'D. Wtedy
D z zaleznosci AB + CD = BC + DA otrzymujemy

1 1 1
[TAB)+ [ICD] = 5 (AB+CD) -7 = £ (AB+CD + BC + DA) -r = 5[ABCD],

co dowodzi réwnosci (3) dla X = I. Ponadto

1 1 1
B K 4 B [MAB] + [MCD] = = - -
Rys. 11 2 2 2
skad otrzymujemy zaleznosé (3) dla X = M. Dowdd tej réwnosei dla X = N jest

analogiczny. W ten sposéb udowodniliémy twierdzenie Newtona.

[ABC] + =[CDA] = =[ABCD],
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1159. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku O i promieniu r (rys.).
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Dowies¢, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami catkowitymi.
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