Rys. 1

Rys. 2

Przeksztalcenia afiniczne to te
przeksztalcenia przestrzeni euklidesowej
— tutaj plaszczyzny, ktore proste
przeprowadzajg na proste. Wynika
z tego w szczegdlnosci, ze proste
réwnolegle przeprowadzaja na réownolegte,
$rodek odcinka na $rodek odcinka,
a nawet, ze ograniczone do prostej sa
podobienstwami. We wspélrzednych
kartezjanskich wyrazaja si¢ wzorami

z’ =ax + by +c, y, =dx + ey + f,

gdzie ae — bd # 0,

z czego wynika takze, iz zachowuja
stycznosé krzywych i — o ile krzywe sa
algebraiczne — ich stopien.
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Zaczniemy od pordéwnania dwdch konfiguracji geometrycznych. Na rysunku 1
dany jest okrag o srodku M oraz punkt I lezacy na zewnatrz okregu.

7 punktu I poprowadzono styczne do tego okregu w punktach B i D. Punkt N
jest srodkiem odcinka BD.

Z kolei rysunek 2 przedstawia okrag o srodku I wpisany w czworokat ABCD.
Punkty M i N sg odpowiednio érodkami przekatnych AC i BD.

Pomimo iz konfiguracje te réznia sie, to w obu konkluzja jest taka sama: punkty
M, N, I lezg na jednej prostej. I choé fakt ten jest w pierwszym przypadku
oczywisty, w drugim moze zdumiewac oraz przysporzy¢ sporo trudnosci tym,
ktérzy chcieliby go samodzielnie dowieéé. Ta druga, trudniejsza zaleznosé nosi
nazwe twierdzenia Newtona.

W pracy ,wyprowadzimy” pewna niewielka modyfikacje twierdzenia Newtona
(dla czworokata ABC'D majacego okrag dopisany zamiast wpisanego),
opierajac si¢ na prostej obserwacji z rysunku 1. Zmieniajac wtedy jedynie
stéwko ,dopisany” na ,wpisany”, uzyskamy twierdzenie Newtona. Zabieg ten
moze budzi¢ watpliwosci, dlatego w dalszej czesci artykulu podamy Scisty,
geometryczny dowod twierdzenia Newtona. Dowodd ten bedzie opieral sie

na calkiem innych spostrzezeniach.

Niech A i C beda ustalonymi punktami, a liczba a ustalona liczba wigksza od
odlegloéci punktéw A, C. Zbiér takich punktéw X, dla ktérych AX + XC = a,
nazywa sie elipsq o ogniskach A i C'. Czes¢ prostej AC' zawarta wewnatrz elipsy
nosi nazwe osi gtownej elipsy.

Znanych jest wiele réwnowaznych definicji elipsy. Jedna z nich, ktorg
wykorzystamy, jest nastepujaca: Zbior jest elipsq wtedy i tylko wtedy, gdy jest
obrazem okregu przy pewnym przeksztalceniu afinicznym.

Bedziemy dalej korzysta¢ z dwéch nietrudnych faktow. Pierwszy z nich to
geometryczny opis stycznej do elipsy.

Fakt 1. Jedli punkt X nalezy do elipsy o ogniskach A i C, to dwusieczna
kata zewnetrznego przy wierzchotku X tréjkata AXC jest styczna do elipsy
w punkcie X (rys. 3).

Dowdéd. Przypusémy, ze dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku X
tréjkata AX C ma z elipsa jeszcze jeden punkt wspdlny Y (rys. 4). Niech C’
bedzie obrazem symetrycznym punktu C' wzgledem tej dwusiecznej. Wtedy
punkt C’ lezy na prostej AX. Ponadto CX = C'X oraz CY = C'Y. Zatem

a=AX+XC=AX +XC' = AC' < AY +Y(C' =AY +YC =a.
Uzyskalismy sprzecznosé.

Nastepny fakt, z ktorego bedziemy korzystaé, dotyczy mozliwosci dopisania
okregu do czworokata.

Rozwazmy na plaszczyznie cztery proste w potozeniu ogélnym. Proste te
wyznaczaja dwa rodzaje czworokatéw: czworokat wypukly ABCD (rys. 5)
oraz czworokat wklesty ABC'D (rys. 6). Ponadto proste te dzielg plaszczyzne
na 11 obszaréw, z ktérych dwa sa czworokatowe — jeden ograniczony, drugi
nieograniczony. Jesli istnieje okrag zawarty w nieograniczonej czworokatowe;j
czedci 1 styczny do wszystkich czterech prostych, to méwimy, ze do czworokgta
ABCD mozna dopisaé okrag (rys. 5, 6).

Rys. 5 Rys. 6



Rys. 9

Rys. 10

Dla ustalenia uwagi oznaczmy wierzcholki czworokata (wypuktego lub wklestego)
tak, jak pokazano na rysunkach 5, 6, tzn. przyjmijmy, ze punkt C jest wspolnym
wierzchotkiem dwoch czworokatowych obszaréow.

Fakt 2. Do czworokata ABCD (niezaleznie od tego, czy jest on wypukly, czy
wklesty) mozna dopisaé okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) AB + BC = AD + DC.

Dowéd. Poniewaz dowdéd w obu przypadkach jest podobny, przeprowadzimy go
na przykladzie czworokata wklestego (rys. 6).

Zalézmy najpierw, ze istnieje okrag dopisany do czworokata ABC D styczny
do prostych AB, AD, CB, CD odpowiednio w punktach K, L, P, Q

(rys. 7). Wéwczas skoro CP = CQ, to dowodzona réwnoéé (1) sprowadza sie
do wykazania, ze AB + BP = AD + DQ. Ale BP = BK oraz DQ = DL, wiec
wystarczy wykazaé, ze AB+ BK = AD + DL. Réwnos¢é ta jest réwnowazna
warunkowi AK = AL, ktory, oczywiscie, jest spelniony.

Rys. 7 Rys. 8

Udowodnimy teraz implikacje odwrotna. Zalézmy, ze w czworokacie wklestym
ABCD zachodzi réwnosé (1). Na prostej AB wybierzmy taki punkt E, ze

BC = BE oraz punkt B lezy pomiedzy punktami A i E (rys. 8). Analogicznie
na prostej AD znajdujemy taki punkt F', ze CD = DF oraz punkt D lezy
pomiedzy punktami A i F. Wéwezas z réwnosci (1) wynika, ze AE = AF.
Zatem dwusieczne katéw CBE, CDF oraz FAF sy jednocze$nie symetralnymi
odcinkéw C'E, C'F oraz EF, czyli przecinaja si¢ w jednym punkcie I. Stad
wynika, ze odlegloéci punktu I od prostych AB, BC, CD i DA sa réwne,

a wiec istnieje okrag o srodku I styczny do wszystkich tych czterech prostych.
Poniewaz punkt I znajduje sie w nieograniczonej czesci czworokatowej, wiec jest
on srodkiem okregu dopisanego do czworokata ABCD.

Wyjasnimy teraz, jak uzyska¢ wspomniana wyzej modyfikacje twierdzenia
Newtona, korzystajac z rysunku 1.

Przeksztalémy afinicznie rysunek 1 (dla uproszczenia bedziemy oznaczaé
punkt i jego obraz po przeksztalceniu afinicznym ta sama litera). Wowczas
okrag przejdzie na elipse, a jego srodek M przejdzie na érodek elipsy (rys. 9).
Proste 1B oraz ID beda po tym przeksztalceniu styczne do elipsy, a punkt N
pozostanie érodkiem odcinka BD.

Zal6zmy dodatkowo, ze przeksztalcenie afiniczne pozostawia punkty B i D po
przeciwnych stronach osi gtéwnej uzyskanej elipsy, ktérej ogniska oznaczymy
przez A i C.

Punkty B i D leza na tej elipsie, a wiec AB + BC = AD + DC'. Stad na mocy
faktu 2 istnieje okrag dopisany do czworokata ABCD. Z kolei z faktu 1 wynika,
ze styczne IB i ID sa dwusiecznymi katéw zewnetrznych przy wierzchotkach

B i D w czworokacie ABC'D. Wobec tego punkt I jest srodkiem okregu
dopisanego do czworokata wypuklego ABCD.

Przeksztalcenie afiniczne zachowuje wspétliniowosé, wiec punkty M, N oraz
I leza na jednej prostej. UzyskaliSmy w ten sposéb nastepujaca modyfikacje
twierdzenia Newtona (rys. 10).

Twierdzenie. Jesli punkt I jest sSrodkiem okregu dopisanego do czworokata
(wypuklego lub wklestego) ABC'D oraz punkty M i N sa odpowiednio srodkami
przekatnych AC i BD, to punkty I, M, N leza na jednej prostej.
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Podamy teraz dow6d samego twierdzenia Newtona, ktéry oparty jest na
ponizszym lemacie. Przez [F] bedziemy oznaczaé pole figury F.

Lemat. Dany jest czworokat wypukly ABC D, niebedacy réwnolegtobokiem,
oraz liczba dodatnia a. Wéwczas wszystkie punkty X lezace wewnatrz
czworokata ABCD, dla ktérych [X AB] + [XCD] = a, leza na jednej prostej.
Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze proste AB i C'D nie sa
réwnolegle 1 przecinaja sie w punkcie E (rys. 11). Niech ponadto K i L beda
takimi punktami lezacymi odpowiednio na pélprostych EA™ i ED™, ze
EK = AB oraz EL = CD. Wtedy

(2) a=[XAB]+[XCD]=[XEK]+[XEL)=[EKL]|+ [KLX],
gdzie znak w ostatnim wyrazeniu zalezy od tego, czy liczba a jest wigksza, czy
mniejsza od pola tréjkata EK L (wtedy punkt X znajduje sie¢ odpowiednio
na zewnatrz lub wewnatrz tréjkata EKL).

W obu przypadkach potozenia punktéw F, K i L nie zaleza od wyboru
punktu X. Zatem na mocy réwnoéci (2) pole tréjkata K LX réwniez nie zalezy
od wyboru punktu X. Stad wynika, ze wszystkie punkty X leza na pewnej
prostej, rownoleglej do prostej K L.

Przystepujemy do dowodu twierdzenia Newtona. Niech a = %[ABCD].
Wykazemy, ze jesli X jest jednym z punktéw I, M lub N, to

(3) [XAB] 4+ [XCD] = a,

skad bezposrednio z powyzszego lematu uzyskamy teze twierdzenia Newtona.

c Oznaczmy przez r promien okregu wpisanego w czworokat ABC'D. Wtedy
D z zaleznosci AB + CD = BC + DA otrzymujemy

1 1 1
[TAB)+ [ICD] = 5 (AB+CD) -7 = £ (AB+CD + BC + DA) -r = 5[ABCD],

co dowodzi réwnosci (3) dla X = I. Ponadto

1 1 1
B K 4 B [MAB] + [MCD] = = - -
Rys. 11 2 2 2
skad otrzymujemy zaleznosé (3) dla X = M. Dowdd tej réwnosei dla X = N jest

analogiczny. W ten sposéb udowodniliémy twierdzenie Newtona.

[ABC] + =[CDA] = =[ABCD],

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 685. Oszacowacé, jaka moc rozwija kolarz na finiszu w plaskim terenie.
Rozwigzanie na str. 16

F 686. Przy jakiej minimalnej predkosci rowerzysta moze przelecie¢ przez gtowe
(razem z rowerem), po zaklinowaniu sie przedniego kola w szczelinie chodnika?
Rozwiazanie na str. 16

¢ Redaguje Waldemar POMPE

1159. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku O i promieniu r (rys.).
Punkty O, X, Y leza w tej wlasnie kolejnosci na symetralnej odcinka AB oraz

0 wewnatrz kata ACB, przy czym OX - OY = r2. Wykazaé, ze LACY = ¥ XCB.
Rozwiazanie na str. 6
A B 1160. Ciag a1, aq, ... liczb rzeczywistych jest okreslony przez warunek
X a2 -1
a1=1, aa =4 oraz anpi2 = e 2 S dlan=1,2,....
(427
Dowies¢, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami catkowitymi.
Y Rozwiazanie na str. 16

1161. Oznaczmy przez f(n) te liczbe calkowita, ktéra na osi liczbowej znajduje
sie najblizej liczby /n. Obliczyé

U I B

f) - f@) 7 f(10000) °

Rozwiazanie na str. 6
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