Sprawiedliwa rekrutacja
Agnieszka KASZKOWIAK *

Na to, zeby Jasio, absolwent gimnazjum, znalaz! sie w szkole ponadgimnazjalnej,
potrzeba, zeby przeszedl pomysélnie proces naboru do szkét srednich. Nastepnie,
gdy Janek zda mature i bedzie chcial studiowac, bedzie musial uczestniczy¢

w rekrutacji do szkdét wyzszych. Gdy dorosty juz Jan bedzie ubiegal sie

o stanowisko w konkretnej firmie i zlozy podanie o prace, to znéw wejdzie

w proces rekrutacji. Rekrutacja to sytuacja, gdzie jednostka (szkota, uczelnia,
firma) sposréd kandydatéw ubiegajacych sie o przyjecie wybiera tych, ktérzy
spelniaja jej wymagania w najwyzszym stopniu. Zastanoéwmy sie, kiedy taki
system mozemy nazwaé sprawiedliwym.

Nie tracac ogdélnosci, zajmijmy si¢ na razie naborem kandydatow do szkot.
Kandydaci chca si¢ dosta¢ do jak najlepszych szkél, a szkoly chca mieé¢ jak
najlepszych kandydatéw, zgodnie ze swoim systemem preferencji (np. biorac pod

uwage liczbe punktéw z testéw z konkretnych przedmiotéw). W sprawiedliwym
systemie rekrutacji ,,dobrzy” kandydaci maja wicksze szanse na dostanie si¢
do szkoly niz kandydaci ,gorsi” z punktu widzenia konkretnej szkoty.

Dowdd na to, ze taki sprawiedliwy system rekrutacji
istnieje, podali w 1962 roku D. Gale i L. Shapley.
Zmnalezli oni algorytm pozwalajacy uwzglednic
preferencje szkét i kandydatéw prowadzacy do uzyskania
przydziatu, ktory jest sprawiedliwy i do tego najlepszy
z mozliwych. Aby ulatwié¢ dobre zrozumienie idei
algorytmu, przedstawie na poczatku zatozenia,
zaproponowane przez L.E. Dubinsa i D.A. Freedmana.
Zal6zmy na poczatku, ze liczba szkot 1 kandydatéw jest
rowna i wynosi n, zbiér kandydatéw to

K =A{ki,ko,..., kn},
a zbiér szkdl to

S ={s1,82,.--,8n}
Kazda szkola moze przyjaé tylko jednego kandydata
i kazdy kandydat moze sie dostaé¢ tylko do jednej szkoty.
Kandydaci potrafig okredli¢, ktéra z dowolnych dwoch
szkét im bardziej odpowiada (méwimy tu o ostrym
liniowym porzadku preferencji kandydata). Ponadto
szkoty, tworzac swoje listy rankingowe na podstawie
np. testow, wynikéw matur, ocen z wybranych
przedmiotéw na $Swiadectwie maturalnym, potrafia
powiedzieé, ktory sposréd dowolnych dwoch kandydatéw
w wyzszym stopniu spelnia ich oczekiwania. Przydzial
kandydatow do szkét f: K — S nazwiemy stabilnym
(sprawiedliwym), jezeli nie istnieje takich dwoch
kandydatow ki, ke € K oraz dwie szkoly s1,s5 € S, zZe:

e kandydat k; znalazl sie¢ w szkole s1, tzn. f(k1) = s1,
e kandydat ko znalazl sie w szkole so, tzn. f(k2) = so,
e kandydat k; woli szkole s od s,

e szkota s woli kandydata k1 od ko.

Algorytm przebiega nastepujaco. Zakladamy, ze
wszystkie szkoly (albo przedstawiciele kazdej szkoly)
zgromadzeni sa w jednym pomieszczeniu. Na poczatku
wszyscy kandydaci sa na zewnatrz tego pomieszczenia.
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Dowolny kandydat (powiedzmy k;) wchodzi

do ,pomieszczenia rekrutacyjnego” i sktada podanie

do szkoty s;, w ktérej najbardziej chciatby sie

znalez¢. Nastepnie wechodzi inny kandydat k;

i tez sklada podanie do szkoty, wedlug niego

najlepszej. Jedli ta szkoly jest rowniez s;, to szkola s;
okresla, ktérego kandydata woli bardziej: k; czy k;

i wybranego zatrzymuje, a drugiego odsyla na zewnatrz
,pomieszczenia rekrutacyjnego”. Kandydat, z ktérego
jakas szkola zrezygnowala, skresla ja ze swojej listy
preferencji. Nastepnie wchodza kolejni kandydaci

i postepowanie wyglada podobnie, az do momentu, gdy
wszyscy kandydaci zostana juz przydzieleni.

Przyktadowo, rozpatrzmy trzech kandydatéw A, B, C

i trzy szkoly X, Y, Z. Kandydat A najbardziej chcialtby
sie dostaé¢ do szkoly X, na drugim miejscu do Y,

a na trzecim do szkoly Z. Zapiszmy to umownie:

A — (X,Y,Z). Analogicznie preferencje pozostalych
kandydatéw i szkét wygladaja nastepujaco:

e kandydat B — (Y,X,Z),
e kandydat C - (Y,Z,X),

e szkola X — (B,A,C),
e szkola Y — (A,C,B),
e szkota Z — (C,B,A).

Algorytm rozpoczniemy od sytuacji, w ktorej

w pomieszczeniu rekrutacyjnym mamy wszystkie

szkoly X, Y, Z. Do pomieszczenia wchodzi kandydat A.
Zgodnie ze swoimi preferencjami najbardziej zalezy mu
na szkole X, a wiec do niej sktada podanie. Nastepnie
wchodzi kandydat B, ktéorego ,,ulubiona” szkola jest Y,
wiec tam sie zatrzymuje. Potem do pomieszczenia
wchodzi kandydat C, ktéry na pierwszym miejscu
chcialby sie dosta¢ rowniez do szkolty Y. Zatem szkola Y
musi zdecydowaé — czy zostawi¢ kandydata B, czy
odestaé go na zewnatrz pomieszczenia rekrutacyjnego

i przyja¢ kandydata C. Zgodnie ze swoja lista preferencji
szkola Y wybierze drugg mozliwosé, gdyz woli
kandydata C. ,Odestany” kandydat B bedzie si¢ ubiegatl



o przyjecie do szkoly X, ktéra znajduje sie na drugim
miejscu jego listy preferencji. Ale w szkole X jest juz
kandydat A. Dla szkoly X ,lepszym” kandydatem

jest B, zatem tym razem kandydat A musi opuscié
pomieszczenie. Kandydat A zaraz po szkole X chcialby
by¢ w szkole Y, wiec tam sie zglasza (jest juz tam
kandydat C). Szkota Y decyduje sie zatrzymaé
kandydata A, a kandydata C odsyta. Kandydat C
zglasza sie do szkoty Z, do ktoérej nie ubiegal sie
weczesniej nikt inny, wiec juz tam zostaje i mamy koniec
algorytmu.

Bez wzgledu na kolejno$é wchodzacych kandydatow
otrzymany przydzial kandydatéw do szkét bedzie
nastepujacy: X — B, Y — A, Z — C. Algorytm
Gale’a—Shapleya konczy si¢ w skoniczonej liczbie
krokéw, nieprzekraczajacej n? (po kolei kazdy z n
kandydatow ubiega sie o dostanie sie do kazdej z n
szkdl). Po zakonezeniu algorytmu kandydaci i szkoty
sa przydzieleni wzajemnie jednoznacznie. W kazdym
kroku jest taka sama liczba kandydatéw na zewnatrz
pomieszczenia rekrutacyjnego jak szkot, ktére nie
przyjely zadnych kandydatéw. Pozostali kandydaci
sa przyporzadkowani wzajemnie jednoznacznie.

Gdy tylko szkota dostanie pierwsze zgloszenie, ma
juz potencjalnego kandydata. Algorytm konczy sie

w momencie, gdy kazda szkola otrzymala przynajmniej
jedno zgloszenie. Otrzymany przydzial jest stabilny
(sprawiedliwy). Zauwazmy, ze niemozliwe jest, by
przydzielono k1 do s1 i ko do s, gdzie k1 woli s2 od
$1, a s2 woli k1 od ko. W przeciwnym przypadku k;
aplikowalby do ss i musialby zostaé przez te szkole
odrzucony, gdyz ostatecznie przyjela ona kandydata ko
— wbrew swoim preferencjom.

Zalozenia uproszczonego algorytmu mozna rozszerzy¢
tak, azeby funkcjonowal takze w sytuacjach, ktére
zdarzaja si¢ w rzeczywistosci podczas procesow
rekrutacyjnych. Liczba kandydatéw i szkét moze

nie by¢ réwna. Zalézmy przykladowo, ze jest wiecej
kandydatow niz szkél. Nalezy tu wspomnieé o nowym
rodzaju niestabilnosci — k; zostal przyjety przez si,

a kandydat ko nie znalazl si¢ w zadnej szkole, choé¢

s1 woli ko od k1. Rozwiazaniem jest tu wprowadzenie
dodatkowych (fikcyjnych) szkoél, ktére sa dla kandydatéw
gorsze niz pozostale szkoly. Do szké! fikcyjnych beda
trafiali kandydaci nieprzyjeci przez zadna rzeczywista

szkole. Podobne rozwiazanie wprowadza si¢, gdy razem
miejsc w szkotach jest wiecej niz kandydatéw, wtedy
wprowadzamy dodatkowych (fikcyjnych) kandydatow.
Gdy liczba szkél i kandydatéw jest taka sama, to
mozemy juz zastosowac algorytm Gale’a—Shapleya.

Szkoly moga mieé¢ limity. W rzeczywistosci szkoty
przyjmuja wiecej kandydatow niz jednego i wtedy
méwimy, ze szkola s ma limit (s) > 1 i nie

moze przyjaé¢ wiecej niz ¢(s) kandydatéw. Tutaj
rozwiazaniem bedzie  klonowanie” szkdl: ustalenie ¢(s)
kopii szkoly s, gdzie kazda kopia bedzie miata limit 1.
Zaklada sie przy tym takze, ze preferencje wzgledem
kazdej szkoly zostana skopiowane. Czyli kandydatowi k
bedzie wszystko jedno, w ktorej z kopii szkoly s sie
znajdzie. Podobnie kazda z kopii szkoly s bedzie miata
takie same preferencje, jesli chodzi o kandydatéw.
Zatem znowu mamy réwna liczbe szkot i kandydatow

i mozemy zastosowaé algorytm Gale’a—Shapleya.

Limity szkot moga byé miekkie. Oznacza to, ze

w przypadku, gdy istnieja kandydaci, ktérzy sa tak
samo preferowani przez dana szkole (np. maja taka
samg liczbe punktéw), to dopuszcza sie mozliwosé
przyjecia wiecej niz ¢(s) kandydatéw. Szkola s
przyjmuje wiec taka liczbe kandydatéw, ktéra

w mozliwie najmniejszym stopniu przekracza limit
q(s). Jednakze spelniony musi by¢ warunek, ze jesli
jaki$ kandydat zostaje przyjety, to réwniez zostaje
przyjety kazdy inny kandydat z ta sama (lub wieksza)
liczba punktéw. Réwniez w tym przypadku mozna
udowodni¢, ze algorytm Gale’a—Shapleya prowadzi
do stabilnego rozwiazania, cho¢ dowdd tego faktu jest
bardziej skomplikowany.

W Swiecie, gdzie z rekrutacja spotykamy sie na kazdym
kroku, potrzeba dobrych systemoéw, ktére przeprowadza
ja w jak najlepszy sposéb. Algorytm Gale’a—Shapleya
jest matematycznym pomystem na taka sprawiedliwa
rekrutacje na przyktadzie przydziatu kandydatow

do szkél. Inne systemy rekrutacyjne (np. pracownikéw
do pracy) tez moga si¢ opiera¢ na tym algorytmie.
Czytelnikom polecam odwiedzenie w Internecie strony
http://www.people.hbs.edu/gbarron/EP-Match_
for_Excel.html, gdzie znajduje si¢ program,
implementujacy opisany algorytm. Mozna si¢ osobiscie
przekonaé, ze faktycznie dziala w praktyce.

Na twierdzenie Pitagorasa mozna spojrzeé tak: jesli obetniemy (byle jak) rdg
kwadratu, to suma kwadratow miar bokow przyleglych do kqta prostego jest rowna
kwadratowi miary pozostalego boku. Przejdzmy do wyzszego wymiaru. Okazuje
sie (prosze sprawdzi¢ — zawodowcom polecamy iloczyn wektorowy), ze jesli

a

zacieniowane pole to

% a2b2+b2c2+62a2

obetniemy rog szescianu, to suma kwadratéow miar Scian przyleglych do kgta
prostego jest rowna kwadratowi miary pozostalej $ciany. Co wiecej, okazuje sie,
ze w dowolnym (skoficzonym) wymiarze n prawda jest, ze jesli obetniemy rdg
n-wymiarowej kostki, to suma kwadratéw miar Scian (czyli (n — 1)-wymiarowych
sympleksow) przyleglych do kgta prostego jest réwna kwadratowi miary pozostalej

Sciany (tez (n — 1)-wymiarowego sympleksu,).

M. K.



