Srodki kulek o promieniu % w szescianie

jednostkowym musza byé w szeScianie
o krawedzi 1 — 2 = 1.

Srodki trzech maksymalnych kulek
w szescianie.

Srodki czterech maksymalnych kulek
w czworoécianie.

A moze f(4) = £(3) = £(2) ?

Maia deld

Konkurs — kulki w szeScianie i czworoscianie

Dla utatwienia sobie zycia zajmujmy sie¢ tylko sze$cianem o krawedzi 1.
Bedziemy w nim umieszczaé¢ mozliwie duze jednakowe kulki.

Jak duze? Kazdy widzi, ze zalezy to od tego, ile chcemy, aby tych kulek
sie zmiedcito. Oznaczmy najwigkszy promien n kulek mieszczacych sie
w szeScianie przez r(n). Bez specjalnego klopotu stwierdzamy, ze gdy
chcemy umiesci¢ tylko jedna kulke, to jej promieniem jest (1) = 3.

A co bedzie, gdy zapragniemy, by kulek bylo wiecej? Tu nasuwa sie od
razu pomyst, ktory bedzie pasowal przynajmniej do kilku przypadkow.
Kulka wrzucona do sze$cianu ma srodek w ... mniejszym szecianie.
Istotnie: gdy ta kulka ma promien r, jej $rodek znajduje sie w tych
punktach wnetrza szescianu jednostkowego, ktére sa odlegte od brzegu
tego szedcianu co najmniej o r, a wiec we wnetrzu szescianu o krawedzi

1-—2r.

Gdy wiec chcemy umieéci¢ w szedcianie mozliwie duze dwie kulki, to
ich érodki nalezy obraé¢ mozliwie jak najdalej od siebie w sze$cianie
o krawedzi 1 — 2r(2). Najdalsze punkty sze$cianu to konce jego
przekatnej. Ma ona, oczywiscie, dtugo$é v3(1 — 27(2)). Ale kulek nie
bedzie mozna powigkszy¢, gdy beda styczne, czyli gdy beda mialy
promien réwny potowie tej przekatnej. Stad otrzymujemy réwnanie
V3(1 - 2r(2)) = 2r(2),
ktore daje nam rezultat

r2) = 374\/3

To daje si¢ tatwo powtorzyé dla trzech kulek: mamy

~ 0,316.

V2(1 —2r(3)) =2r(3), zatem 7(3)=1- g ~ 0,293,
bo trzy najodleglejsze punkty szescianu to trzy wierzchotki tworzace
tréjkat réwnoboczny o boku bedacym przekatna Sciany. Od razu tez
(lub po chwili) spostrzegamy, ze jest jeszcze jeden punkt w tej samej
odleglosci od tych trzech, a wigc r(3) = r(4).

Tu jednak sprawa si¢ zacina. Jak bowiem mozna dowiedzieé sie, gdzie
lezy pieé¢ punktéw szescianu o boku 1 — 2r, takich ze najmniejsza
odlegloé¢ miedzy nimi jest mozliwie najwigksza? I jaka to jest odlegto$é?
To jest wlasnie zadanie konkursowe: obliczy¢ r(n) dla mozliwie
najwiekszej liczby kolejnych n.

Bo, oczywiscie, kazdy wie, ze r(8) = %, a r(27) = ¢, ale co po drodze?

Zadanie wydaje sie znacznie trudniejsze, gdy zamiast sze$cianu wezmiemy
np. czworoscian foremny (dla odréznienia poszukiwany promien oznaczmy
teraz f(n)). Oczywiscie, wiemy (7), ze f(1) = ﬁ. Co wiegcej, Srodek
kulki o promieniu r w czworo$cianie znajduje si¢ zatem w mniejszym
czworoécianie o krawedzi 1 — 2v/6r. Ale jak postepowaé dalej? Znowu sa
tatwe rezultaty: dla czterech kulek mamy

1-2V61(4) = 2 (4) o1

ale jak obliczy¢ inne wartosci?

zatem f(4) = ~ 0,145,

Najlepsze prace opublikujemy.



Konkurs — siatki kostki czterowymiarowej

Jednowymiarowa kostka to odcinek, dwuwymiarowa kostka to kwadrat,
tréjwymiarowa kostka to szeScian. Siatka kostki n-wymiarowej nazywamy
takie rozciecie jej brzegu, aby byla ona w jednym kawatku, aby nie
rozcinaé¢ zadnej z jej (n — 1)-wymiarowych Scian i aby dawala si¢ umiescié
w (n — 1)-wymiarowej przestrzeni. Po przestudiowaniu tego okropnego
okreslenia stwierdzamy, ze jednowymiarowa kostka nie ma siatek,
dwuwymiarowa ma jedna (jest nia odcinek, a wlasciwie famana”
zlozona z czterech przedtuzajacych sie odcinkéw) — zatem nic ciekawego.
Ciekawiej przedstawia sie sprawa z siatkami szeScianu. Jest ich jedenadcie
i wszystkie sg narysowane ponizej.
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Kolejny rysunek przedstawia jedna z siatek kostki czterowymiarowej.
Aby ja sklei¢, nalezy polaczy¢ wszystkie tak samo nazywajace sie punkty.

Jasna rzecz, ze fizycznie
wykonad sie tego nie da —
nasza przestrzen (wbrew
D A rozpuszczanym przez
B C B niektérych plotkom) jest
tylko tréjwymiarowa.
B D A A co by Wy's'zlo, gdybysmy
jednak skleili? Bardzo
G G latwo sie o tym przekonaé
D 4 — wystarczy narysowac.
Przeciez rysujemy
na dwuwymiarowym
papierze tréjwymiarowe
E H kostki, czemu nie
E H mogliby$my narysowacé
czterowymiarowej? Szedcian
rysujemy tak: wyprowadzamy z jednego punktu trzy kreski i umawiamy
sie, ze sg one parami prostopadte i wszystkie tej samej dtugosci,
a potem kazda pare uzupelniamy do réwnolegloboku — zrébmy tak samo
w przypadku czterech kresek.
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Oto wiec czterowymiarowa kostka. Jak wida¢, ma 16 wierzchotkow,
32 krawedzie, 24 ptlaskie Sciany i 8 Scian tréjwymiarowych — prawda?

To byto tatwe. Trudne natomiast jest pytanie, ile taka kostka ma
nieprzystajacych siatek. Oglaszamy konkurs na rozwigzanie tego
problemu. Najsprytniejszy sposéb obliczenia nagrodzimy publikacja.
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