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Wezly bliskie kazdemu

7 krawatami mamy do czynienia czesto, a temat ich wiazania nierzadko
chcielibydmy zby¢ milczeniem. Jednak procesu wigzania tego niewielkiego
paska materialu nie wolno bagatelizowa¢. Nawet ignorujac wzgledy
estetyczne, ktore — jak sie pézZniej okaze — maja Scisty zwiazek

z obliczeniami, wezty krawatowe moga by¢ ciekawym obiektem badan dla
matematyka.

Na poczatku nalezaloby okresli¢, ktore wezty nazywaé bedziemy
krawatowymi. Oczywiscie, istnieje wiele wariantéw tamiacych ponizsze
reguly, lecz wszystkie rozwazania matematyczne dotyczy¢ beda weztow
utworzonych zgodnie z nastepujacymi zasadami:

1. Pierwszym krokiem jest utozenie szerszego konca, ktérym bedziemy
wykonywaé wszystkie ruchy podczas wigzania, na lewo, podczas gdy
waski wisi swobodnie (rys. 1). Jedli przekladamy szerszy koniec nad
waskim, oba kierujemy gladka (reprezentacyjna) strona na zewnatrz,
jesli zas pod wezszym, koncéwki obracamy tak, by gtadka strona
obrocona byla w kierunku koszuli. Dla matematycznej interpretacji nie
ma to najmniejszego znaczenia, lecz w praktyce skutkuje to wlasciwa
orientacja szerokiego konca krawata w gotowym wezle.

2. Otrzymujemy 3 strefy — lewa L, srodkowa S i prawa P. Teraz
mozemy wykonywaé ruchy wewnatrz tego uktadu 3 stref. Oznaczamy
je symbolem strefy, do ktorej kierujemy koncéwke krawata.

Mozemy wykonywaé ruchy od i do koszuli, co oznaczaé¢ bedziemy
indeksowaniem poszczegdlnych ruchéw, odpowiednio ® i ®. Dwoch
kolejnych ruchéw nie mozna skierowaé do tej samej strefy i nie
moga mie¢ tej samej orientacji. Zatem zbiér wszystkich ruchow to
{Lo,L®, PO, P®,S6,S®} (rys. 2).

3. Koncowa sekwencje tworzaca petle — potrzebna do ostatniego ruchu —
tworzy si¢ poprzez kolejne ruchy PO L ® S® lub L ® P ® S®.

4. Ostatnim ruchem jest przetozenie szerokiego konica przez utworzong
petle, tak by uzyska¢ charakterystyczny ksztalt wezta krawatowego
(rys. 3). Ruch ten oznacza¢ bedziemy przez T'. Nie uwzglednia si¢ go,
gdy pytamy o liczbe ruchéw prowadzacych do danego wezta.

Najprostszym weztem jest tzw. wezel orientalny, w ktérym pierwszy,
odgdérnie ustalony ruch jest zarazem pierwszym ruchem sztywnej
sekwencji koncowej. Wiaze sie go w 3 ruchach - LoO P ® S©T. Inne
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znane, przynajmniej ze styszenia, wezty krawatowe to:

e prosty —4ruchy - L PO L ST

e pratt — 5 ruchéw - LOSQLOP® ST

e windsor —~ 8 ruchéw - L@ SO P@LoS®PoLoSoT

Ze wzgledu na skonczonag dlugosé krawata specjalisci uznali, ze liczba
ruchéw przy wiazaniu wezla nie powinna przekraczac¢ 9. Laczac wezly

z matematyka, mozna oczekiwaé, ze rezultatem beda rozwazania
dotyczace teorii weztéw. Tymczasem nic bardziej mylnego. Wezty
krawatowe rozwazane jako obiekty topologiczne (oczywiscie po polaczeniu
wolnych koncéw) okazuja sie by¢ w wiekszosci najprostszymi z wezléw —
trywialnym, tréjlistnym i é6semkowym (przyklad rys. 4). Nie ukazuje to
ich zréznicowania i nie daje nam dodatkowych informacji na temat ich
wlasnosci.

Skoro klasyczna teoria wezléw nie jest dobrym jezykiem do opisu weztéw
krawatowych, fizycy T. Fink i Y. Mao opracowali interpretacje samego
procesu wigzania krawatéw jako bladzenia po sieci tréjkatnej (rys. 5).
Osie ' P 8,1 wskazuja strefy w czasie wigzania, a wektory jednostkowe

P, 8, ! odpowiadaja poszczegolnym ruchom P, S, L. Na przyktad, wezet
pratt odpowiada btadzeniu lslps O symbolach ® i ® mozna na chwile
zapomnieé, bo to, jak nalezy wykonaé¢ pierwszy ruch, by na koncu
otrzymaé prawidlowo utozony krawat, zalezy tylko od liczby ruchow.
Mozna teraz pokusi¢ sie o postawienie pewnego pytania.

Problem
1le jest weztow krawatowych?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez Fz(n) liczbe bladzen o dltugosci n spelniajacych warunki
wezta krawatowego i rozpoczynajacych sie [, a konczacych p. Analogicznie
wprowadzamy oznaczenia Fg(n) i F{n). W kazdym miejscu (précz
pierwszego ruchu — T) wybieramy miedzy dwoma ruchami, zatem

(1) Fy(n) + Fe(n) + F(n) = 21,

Zauwazmy, ze kazdy ruch moze zachodzi¢ po dwoch innych, stad

(2) F{n+2) = Fs(n+ 1) + Fp(n + 1),

co zastosowane dwukrotnie daje nam

(3) FAn +2) = Fz(n) + Fs(n) 4+ 2F{n).

Analogiczna zalezno$é zachodzi dla Fz(n + 2), a w polaczeniu

z réwnoscia (1) dostajemy zaleznosci rekurencyjne z oczywistymi
warunkami poczatkowymi

(4) F{n+2)=2""+F{n) F{l)=1 F{2)=0
(5) Fy(n+2)=2"""+Fy(n)  Fy(1)=0, Fy2)=1.
Jednakze jedyne mozliwe sekwencje koncowe to ﬁl%’ i fﬁé’, zatem interesuje
nas suma
Fylr —2) + Fr - 2),
gdzie r to liczba ruchéw. Wzdr ogdlny informujacy o liczbie wszystkich

weztéow krawatowych o r > 1 ruchach ma postaé

(6) Fir)=5 (22~ (1)),



Dowdd jego poprawnosci mozna przeprowadzi¢ indukcyjnie na podstawie
zaleznosci (4) 1 (5). Stad mozemy dowiedzie¢ sie, ile jest wszystkich
weztow krawatowych.

iF(r) — 85.

Jednak nie wszystkie wezly sposréd tych 85 sa ladne. Niektére moga
okazaé sie plaskie, inne niesymetryczne, a inne z kolei nieksztattne.
Na szczescie nie trzeba wiazaé¢ danego wezta, aby sie o tym przekonac.
Wystarczy wyliczy¢ wartosci pewnych wspotczynnikéow na podstawie
znajomosci sekwencji ruchéw danego wezta.

Symetria zalezy od réznicy miedzy liczbg ruchéw w lewo i w prawo. Aby
wezel byl symetryczny, warto$¢ wyrazenia

|liczba ruchow P — liczba ruchéw L|
powinna by¢ jak najmniejsza. Gdy ruchéw w jedna stroneg jest wiecej,
nietrudno sobie wyobrazié, ze wezel bedzie po tej stronie grubszy.

Na grubo$¢ danego wezta maja wpltyw ruchy do srodka, zatem za
wspotezynnik grubodci wezta dtugosci r uznawaé bedziemy
liczba ruchow S
. .
Wedlug réznych zrédel ten stosunek powinien wynosié¢ przynajmniej ¢
albo nawet 1.

Ostatnim wspétczynnikiem jest rownowaga okreslana w zaleznosci
od kolejnych krokéw oplotu. Decyduje ona o utrzymywaniu wtasciwego
ksztattu.

Oznaczajac o, jako n-ty krok bladzenia, definiujemy w,. Mianowicie
Wn (0n,0n41) =1, gdy przejécie o,, — 0,41 jest jednym z 57, 1_"7, ls,
a wy, (0n,0nt1) = —1 w przeciwnym przypadku. Aby wezel byl mozliwie
najbardziej zréwnowazony, wartos¢ wyrazenia

r—1

% Z |lwn — wn—1]

n=2
powinna by¢ najmniejsza. Wyliczenie powyzszych wspoélczynnikéw, przez
podstawienie odpowiednich danych do wzoréw, nie powinno nastreczaé
powazniejszych klopotéw. Dzieki temu mozemy dowiedziec sig, miedzy
innymi, ze bodaj najstynniejszy wezel krawatowy — windsor wcale nie jest
idealny. Istnieja 3 wezlty o réwnowadze i symetrii réwnych 0 — orientalny,
potwindsor i hanover. Sg to 1, 2 i 3 razy powtdrzone te same sekwencje
Ips. Warto zaznaczy¢, ze formalne dotaczenie wezta hanover do rodziny

weztéw krawatowych jest wladnie rezultatem matematycznych rozwazan
na temat wlasnosci tych wezléw.

Wiazac krawat, mogliémy zauwazy¢, ze czasem po wyciggnieciu waskiego
konca z wezla na krawacie pozostaje wezel, a czasem nie. Od czego zalezy
stan zawezlenia danego wezta po wyjeciu waskiego konca? To pytanie
zostawiamy juz Czytelnikom.
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