Przewodnictwo cieplne

Bezustannie stykamy sie w zyciu codziennym

z przewodzeniem energii cieplnej przez najrézniejsze
przedmioty: garnek postawiony na gazie czy tyzeczke
zanurzona w herbacie. Przyktady mozna byloby
oczywiscie dowolnie mnozy¢. W kazdym z takich
przypadkéw mozna by zapytaé, jak temperatura

w réznych miejscach rozwazanego ciala zalezy od czasu.

W ogdélnym przypadku odpowiedz na takie pytanie
bylaby trudna, ograniczmy sie wiec do najprostszego
przypadku ,,jednowymiarowego”: dlugiego i cienkiego
preta o stalym przekroju z jednorodnego materiatu.
Bedziemy przy tym zaktadaé, ze energia ptynie
wzdluz preta i nie ma strat ,na boki” — co jest pewna
idealizacja sytuacji rzeczywistych.

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego

Rozwazmy taki wtasnie pret. Aby méce prowadzié
rozumowanie, podzielmy go mys$lowo na N fragmentow
o jednakowej dlugosci (rys. 1a).
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Rys. 1. Rozklad temperatury w precie.
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Przypu$émy dalej, ze w chwili ¢; rozklad temperatury T
przedstawia wykres 1b (symbol ¢ numeruje kolejne
chwile, odlegle o At). Symbol T oznacza temperature

w skali Celsjusza (uzyliSmy duzej litery T, bo t male
oznacza czas).

Co mozemy powiedzie¢ o przeplywie energii w tym
precie? Srednia temperatura elementu n — 1, czyli T),_1,
jest wyzsza od temperatury elementu n, czyli T;,. Zatem
przez lewa granice elementu n energia wptywa do jego
wnetrza. Energia, ktéra przeplynie w krétkim czasie At,
jest proporcjonalna do réznicy temperatur elementéw:

(1) AEL = a(Tn_l - Tn)

O taka warto$¢ wzrasta energia zawarta w elemencie n.
Wspétcezynnik a zalezy od geometrycznych rozmiaréw
elementow i jest proporcjonalny do przewodnictwa
cieplnego materialu. Nie bedziemy tego jednak omawiaé
szczegolowo.

Przez prawa granice elementu n wyplynie w tym samym czasie At porcja energii

AEp = a(Ty — Toy)-

Zatem zmiana energii elementu n, wywolana przeplywami przez obie granice,

AE, = AE, — AEp = a(Ty_1 — Tp,) — a(T,, — Tpy1) =

== a(Tn_l + Tn-l—l - 2Tn)

Zauwazmy od razu: AFE, byloby réwne zeru, gdyby réznica temperatur
T, — Ty+1 byla réwna réznicy temperatur 7,1 — T},. Tyle samo energii
wyplywaloby przez prawa granice, ile wplywa przez granice lewa. Energia
elementu n zmienia sie w czasie wtedy, kiedy zalezno$¢ temperatury 7T, od

polozenia n jest nieliniowa.

Jezeli pewna energia AFE,, ,netto” dostanie sie do elementu n, wzrosnie

Analityczny opis zagadnienia

Analityczny opis zagadnienia wymaga
»ucigglenia” naszego réwnania. Trzeba
wprowadzié¢ funkcje dwéch zmiennych (4)
— polozenia x i czasu t — czyli T'(x,t).

temperatura tego elementu. Mozna z dobrg dokladnoscia przyjac¢, ze przyrost
temperatury AT, jest proporcjonalny do AFE,, i napisaé:

AT, = bAE,.

Naste¢pnie:

1. czton AT, nalezy zastapié czasowa
.. BT (w.t) .

pochodna funkcji ——57—;

2. czton (Ty—1 + Th4+1 — 2Ty) zastapié

2
druga pochodng przestrzenng B,T—(;:’t)

(por. rozwazania w artykule Trzeba
podleZé..., Delta 01/2006.).

Prowadzi to do ,prawdziwego” réwnania

przewodnictwa cieplnego
T (z,t) K 3*T(x,t) 4

ot T cp B2
w ktérym s oznacza wspdlczynnik
przewodnictwa cieplnego, ¢ cieplo

wladciwe substancji, a p jej gestosé.

’

Rozwiazywanie analityczne réwnania
tego rodzaju jest dos¢ skomplikowane.
Na poczatku XIX wieku Jean Fourier
stworzyl w tym celu dzial matematyki,

nazywany obecnie ,analizg fourierowska”.

*Wydzial Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

Wspdlczynnik b zalezy od geometrycznych rozmiaréw elementu, jego masy i —
odwrotnie proporcjonalnie — od ciepta wlasciwego materiatu.

Laczac (3) i (4) dostajemy réwnanie przewodnictwa cieplnego (w formie
»dyskretnej”):

(5) ATn == C(Tn,1 + Tn+1 — 2Tn),

symbolem ¢ oznaczyliémy iloczyn statych a i b.

Stan ustalony polega na tym, ze temperatura we wszystkich punktach przestaje
zalezeé od czasu, czyli AT, = 0. Ze wzoru (5) wynika, ze w takim stanie
zalezno$¢ T od n musi by¢é zaleznoscia liniowa. W szczegdlnosci moze to
odpowiadaé funkcji statej.

Opis numeryczny

Tutaj zajmiemy sie jedynie rozwigzaniami numerycznymi. Przypuéémy, ze
znamy dla czasu t; wielko$ci T,—1(t;), Tht1(t:) 1 T (t;). Wielkosé T, (ti41)
obliczymy, stosujac algorytm, wynikajacy ze wzoru (5):

(6) To(tivr) = Ta(ti) + c[Tn-1(t:) + Tnva(t:) — 270 (t:)]-
Obliczenia nalezy rozpoczaé, zadajac w sposéb dowolny dla ty = 0 zbidr
wielkosci T5,(0). Nastepnie obliczamy nastepne zestawy wartosci, stosujac
wzér (6).

Konkretne obliczenia znajduja si¢ na stronie internetowej Delty w pliku
Przewodnictwo cieplne. Tu przytoczymy tylko wyniki.
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Rys. 2. W chwili poczatkowej
temperatura w precie zmieniala sig
w zalezno$ci od n skokowo. Krzywe
odpowiadajg czasom t; = 0, 2, 8, 18,
32,50,72 i 98.
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Rys. 3. Tréjkatny rozklad temperatury
w chwili poczatkowej. Krzywe
odpowiadajg czasom t; = 0,2, 8, 18,
32,50,72 i 98.
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Rys. 4. Wyréwnanie temperatur

w ukladzie izolowanym. Krzywe
odpowiadajg czasom t; = 0, 2, 8, 18,
32,50,72 i 98.

Warunki brzegowe 1, ustalona temperatura na koncach preta
Dodatkowo trzeba okresli¢, co dzieje si¢ na granicach obszaru, bo do tych
punktéw wzér (6) nie moze by¢é zastosowany (na przyklad dla n = 0 nie ma
elementu —1). Na poczatku rozwazymy przyklady, w ktérych ustalona jest
temperatura na koncach preta, czyli — w naszym modelu — w elementach 0 i V.

Przyktad 1

Rozwazmy dhugi pret, ktory poczatkowo mial temperature rownag zeru.
Reprezentowaé go bedzie 11 punktéw, numerowanych od 0 do 10. Zakladaé
bedziemy, ze prawy koniec preta stale jest utrzymywany w temperaturze
zerowej, co modelujemy, narzucajac dla wszystkich czaséw 119 = 0. W chwili

t = 0 pret ten zetknal sie z duzym cialem o temperaturze réwnej 1, co
modelujemy, narzucajac dla wszystkich czaséw Ty = 1. Okresliliémy w ten
sposOb wspomniane powyzej warunki brzegowe. W obliczeniach przyjety
zostal parametr ¢ = 0,3. Pytamy, jak zmienia¢ si¢ bedzie w czasie temperatura
poszczegdlnych fragmentow preta.

Wiyniki obliczen przedstawia rysunek 2 (arkusz Skok). Narysowanych zostalo
szesé wykreséw, dla czaséw 0, 2, 8, 18, 32, 50, 721 98 (2n?). Widaé stopniowe
przejsécie od stanu poczatkowego do stanu ustalonego, odpowiadajacego liniowej
zalezno$ci temperatury T od polozenia n.

Przyktad 2

Przyklad ten odpowiada innej sytuacji: oba konce preta maja stale temperature
réwna zeru. Natomiast §rodek preta podgrzewany byt malym piecykiem

tak dtugo, az w obu poléwkach ustalil sie stan stacjonarny. W chwili t = 0
piecyk wylaczono. Pytamy: jak pret bedzie osiagal stan ustalony, w ktérym
temperatura wszedzie bedzie rowna zeru?

Wyniki obliczen na identycznej, jak w przykladzie 1, siatce punktéw przedstawia
rysunek 3 (arkusz Trdjkqt). Narysowanych zostalo osiem wykreséw, dla tych
samych czasdéw, co poprzednio. Temperatura w calym precie stopniowo sig
obniza. Wida¢ tez, ze dla doé¢ duzych — ale nie nieskonczonych — czaséw wykres
zalezno$ci temperatury 1T od polozenia n jest fragmentem sinusoidy. Nie jest to
przypadek, ale na naszym poziomie trudno byloby to uzasadnié.

Warunki brzegowe 2, uktad izolowany termicznie

Jezeli uktad jest izolowany i nie wymienia energii z otoczeniem, warunki
brzegowe musimy zmodyfikowaé. Do elementu 0 energia doptywa tylko z prawej
strony, od elementu 1. Mozemy wiec napisaé (por. wzor (1)).

AEO == a(T1 - To)
Laczac to z wyrazeniem (4) i stosujac identyczne rozumowanie jak poprzednio,
dostajemy algorytm
To(tiy1) = To(t:) + c[T1(t:) — To(t:)].
Podobnie — do skrajnego prawego elementu o liczbie N energia dociera tylko
z lewej strony. Stad:

Tn(tiv1) =Tn(ti) + c[Tn-1(t:) — Tn(t:)].

Przyktad 3

Jako przyklad uktadu izolowanego rozwazmy sytuacje, w ktérej w chwili t = 0
lewa polowa preta ma temperature T' = 1, a prawa temperature 7' = 0. Mozna
sobie wyobrazié¢, ze w chwili ¢ = 0 zetknieto dwa identyczne prety, ale o réznych
temperaturach. Obliczenia zawarte sa w arkuszu 2 Prety (rys. 4).

Widaé, ze w ukltadzie zachodzi wyréwnanie temperatur. W granicy ¢ — oo
temperatura wszedzie bedzie jednakowa i réwna 0,5.

Wida¢ takze, ze dla dostatecznie dlugich czaséw funkcja, opisujaca zaleznosé T,
od n, jest fragmentem sinusoidy — podobnie, jak w przykladzie 2.

Zadanie domowe

Zmodyfikuj warunki poczatkowe w arkuszu Trdjkgt. Niech dla ¢t = 0
temperatura bedzie rowna zeru wszedzie, z wyjatkiem punktu srodkowego, dla
ktérego T5(0) = 1. Propozycja: w obliczeniach zmniejsz ¢ do 0,05. Jak mozna
byloby podobna sytuacje uzyska¢ w prawdziwym precie?
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