Gdy nie da sie unikng¢ Sciggania rekawiczek

Méwimy, ze algorytm ma zlozonosé
wielomianows, jesli liczba krokéw, ktoéra
wykonuje, wzrasta wielomianowo wraz
ze wzrostem rozmiaru danych. Inaczej
méwiac, dla kazdego n i dla kazdych
danych rozmiaru n wykona nie wigcej niz
W (n) krokéw dla pewnego wielomianu
W zmiennej n. W szczegdlnosci, jesli
zlozonosé algorytmu wyraza sie funkcja
wykladniczag a™ dla a > 1, to jego
ztozonosé nie jest wielomianowa.
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Poprzedniej zimy jezdzitem na nartach w wyjatkowo sympatycznym
dwudziestoosobowym towarzystwie. WynajeliSmy wspoélnie domek w Alpach,
zrobiliémy podstawowe zakupy w Polsce, reszte jedzenia kupowalismy

na miejscu. Oczywidcie, trzeba bylo rozwiazacé problem biezacych zakupow.
Ustalilismy, ze kazdy z nas co pare dni robi obiad dla pozostatych, dokupujac
w razie potrzeby konieczne produkty. W czasie calego pobytu zapisywali$my
wydatki i pod koniec trzeba byto zrobié¢ rozliczenie i wyréwnaé¢ rachunki. Po
podliczeniu i obliczeniu $redniej wydatkow okazalo sie, ze niektérzy zaplacili
za duzo, inni za malo — inaczej méwiac, niektorzy byli wierzycielami, inni
dhuznikami. Wiadomo bytlo, ile kto nadptacil, a ile kto niedoptacit.

Pozostato stwierdzi¢, kto komu powinien przekazaé ile pieniedzy. Zeby nie
komplikowaé rozliczen, polecono mi, jako informatykowi, opracowanie algorytmu,
ktéry doprowadzitby do wyréwnania rachunkéw za pomoca minimalnej liczby
transferéw. Pojedynczy transfer powinien polega¢ na tym, ze jedna osoba drugiej
przekazuje jaka$ sume pieniedzy.

Z poczatku wydawalo mi sie, ze moze zadziala¢ nastepujacy zachtanny
algorytm. Najwiekszy dluznik przekazuje tyle, ile powinien, najwigkszemu
wierzycielowi. Tyle, ile powinien, czyli albo wszystko, co jest dtuzny, albo cala
nadplate wierzyciela, o ile jest ona mniejsza od dtugu. Po takiej transakcji ktos
przestaje by¢ dluznikiem lub kto$ przestaje byé¢ wierzycielem, wypada z puli

i sprowadzamy problem do n — 1 uczestnikéw. Aktualizujemy wierzytelnosci

i dlugi, okresdlajac znowu, kto ma najwiekszy dtug i kto jest najwickszym
wierzycielem. Pozostaly w grze uczestnik ostatniej transakcji moze przestaé

juz by¢ najwiekszym w swojej klasie. Dla nowych danych, po uwzglednieniu
efektu transakcji, powtarzamy opisany krok: wybieramy najwiekszego wierzyciela
i najwickszego dluznika i kazemy im dokona¢ mozliwie najwigkszego sensownego
transferu. I tak az do wyczerpania dtuznikéw i wierzycieli.

Okazalo si¢ szybko, ze taka metoda nie jest optymalna. Sprébujmy wyobrazié
sobie sytuacje, w ktérej jest 7 dtuznikéw i 2 wierzycieli. Obaj wierzyciele
spodziewaja sie dosta¢ po 10 jednostek dhugu, a dtuznicy sa winni kolejno 4,
4,3, 3, 2, 2, 2. Teraz, jesli zastosujemy nasz przepis, to 4 powedruje do 10,
sprowadzajac problem do széstki (4, 3, 3,2,2,2) po stronie dluznikéw i pary
(10,6) po stronie wierzycieli. Po kolejnym kroku dluznikami beda (3, 3,2, 2, 2),
a wierzycielami beda (6, 6). Dalej otrzymamy kolejno uklady: [(3,2,2,2), (6, 3)],
[(2,2,2),(3,3)], [(2,2), (3, 1)], [(2),(1,1)], [(1), (1], [0, (] Razem 8 transferdw.
Tymczasem mozliwe bylo dokonanie wyréwnania za pomoca 7 transferow —
wystarczylo, ze jednemu wierzycielowi oddali catkowicie dtug dluznicy: 4, 4, 2,
a drugiemu: 3, 3, 2, 2.

Wkroétce stato si¢ dla mnie jasne, ze nie ma prostego algorytmu rozwiazujacego
ten problem. Jest to bowiem problem NP-zupelny. W Delcie byly juz artykuly

o problemach NP-zupelnych, ale przypomnijmy podstawowe sprawy. Po
pierwsze, problemy NP-zupelne sa problemami decyzyjnymi, czyli takimi,

ze wynikiem algorytmu jest odpowiedz TAK lub NIE. Zacznijmy nasze
przypomnienie od okreélenia, ktore problemy sg NP-trudne. Nieco upraszczajac,
powiedzmy, ze problem jest NP-trudny, jesli istnieje algorytm o zlozonosci
wielomianowej, ktéry na podstawie dostarczonego przykiadu rozwiazania jest

w stanie sprawdzi¢, czy przedstawione rozwiazanie faktycznie jest poprawne.
Zbior wszystkich probleméw NP-trudnych tworzy klase NP. Przyktadem
problemu NP-trudnego jest problem spelnialnosci formutly logicznej. Jesli mamy
dang formule o n zmiennych, to pytanie o to, czy istnieje takie wartosciowanie
zmiennych, ze ta formula stanie sie prawdziwa, moze by¢ rozwiazane pozytywnie
przez podanie konkretnego warto$ciowania, ktore czyni ja prawdziwa.
Sprawdzenie, czy takie konkretne wartosciowanie wybrane sposréd 2" mozliwych
warto$ciowan czyni naszg formule prawdziwa, wymaga jedynie obliczenia
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wartosci tej formuly dla tego wartoSciowania, a to si¢ robi elementarnie

w czasie liniowym, czyli wielomianowym ze wzgledu na dtugo$¢ formuty. Jezeli
zatem mielibySmy cudowna wroézke, ktora dla naszego problemu spelnialnosci
dostarczalaby certyfikatéw poprawnosci pozytywnej odpowiedzi (na przyklad
w postaci dostarczenia takiej formuly), to sprawdzenie, czy wrézka sie nie
pomylita i upewnienie sig, ze dane warto$ciowanie jest prawidlowe, nie
nastreczaloby probleméw. Pytanie, skad taka wrézke wziac¢? Niestety, takich
wroézek nie ma i na razie nie pozostaje nam nic innego, niz przebadanie
wszystkich 2" (lub prawie wszystkich, ale tez wyktadniczo wielu) wartoSciowar.
A nasza wroézka jest stworzeniem niedeterministycznym — stad sie bierze skrét:
NP oznacza ,,Nondeterministic Polynomial”, czyli wrézka losuje od razu dobry
certyfikat, poslugujac sie niedeterministycznym wyczuciem i w wielomianowym
czasie generuje rozwigzanie — troche przez przypadek, ale od czego sa wrozki

z ich niezawodna intuicja?

Przy okazji uwaga: nie wiadomo, czy problem tautologicznosci formuty jest
problemem w klasie NP, bo nie znamy sposobu na przedstawienie pozytywnego
Swiadectwa tautologicznosci, nieodwolujacego sie do wszystkich wartosciowan.
Za to problem nietautologicznosci formuly jest w klasie NP, bo wystarczy
znalezé warto$ciowanie falsyfikujace formute. Jesli jaki$ problem jest w klasie
NP, to méwimy, ze jego zaprzeczenie jest w klasie co-NP. Zatem problem
tautologicznosci formuly jest w klasie co-NP.

Teraz najciekawsze. Okazuje sie, ze w klasie NP istniejg problemy
najtrudniejsze, czyli takie, ze jesli rozwiazemy ktoérykolwiek z nich w czasie
wielomianowym, to dowolny inny problem bedziemy w stanie rozwiazaé

w czasie wielomianowym, sprowadzajac go do ktoéregos z tych probleméw
najtrudniejszych. Te najtrudniejsze problemy w klasie NP tworza klase
probleméw NP-zupelnych. Nalezy do nich m.in. problem spelnialnosci formuty
logicznej, ale i wiele, wiele innych. Nikt nie wie, czy istnieje cho¢ jeden
algorytm wielomianowy, ktéry rozwiazaltby przynajmniej jeden z problemdw
NP-zupelnych (gdyby rozwiazal jeden, to rozwiazalby wszystkie problemy

z tej klasy wielomianowo). Za znalezienie takiego algorytmu lub za pokazanie,
ze takiego algorytmu nie ma, zostata wyznaczona nagroda miliona dolaréw
(http://www.claymath.org/millennium/P_vs NP/) i to zagadnienie jest
uznawane za najwiekszy otwarty problem informatyki teoretycznej.

Co to znaczy, ze problem A jest trudniejszy niz problem B? Przyjmijmy, ze jest
tak wtedy, kiedy majac konkretny przypadek problemu B, mozemy go rozwiazad,
tlumaczac dane problemu B na dane problemu A, a nastepnie rozwiazujac
problem A i uzyskujac odpowiedz pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiedZ na problem B jest pozytywna. Przyjmujemy tu, ze takie tlumaczenie
danych nie moze by¢ zbyt kosztowne (czyli powinno by¢ tez wielomianowe).

Zeby przyblizy¢ zagadnienie sprowadzalnosci, wyobrazmy sobie, ze kto$

szuka dobrego algorytmu sprawdzajacego, czy w nieuporzadkowanej tablicy
znajduja sie cho¢ dwa takie same elementy. Mozna to, oczywiscie, zrobi¢

w czasie kwadratowym, badajac wszystkie mozliwe pary. Ale mozna to zrobié
szybciej, sortujac dane. Wiadomo, ze istniejg algorytmy sortujace n wartosci
wykonujace nie wiecej niz nlogn dzialan. Zatem sprowadzmy nasz problem

do problemu sortowania: jesli potrafimy sortowaé szybciej niz kwadratowo —

a potrafimy, choéby stosujac metode kopcowania czy scalania — to problem
istnienia powtarzajacych sie warto$ci mozna rozwiaza nastepujaco. Sortujemy
dane, a potem sprawdzamy, czy jacy$ dwaj sasiedzi sa sobie rowni. Zatem
problem istnienia dubletéw nie jest bardziej ztozony niz problem sortowania,
czyli da si¢ go rozwigzaé w czasie proporcjonalnym do nlogn. Pokazanie, ze nie
da sie go rozwigzaé szybciej — a nie da sie! — jest znacznie trudniejsze.

Pokazemy teraz, ze nasze zadanie minimalizacji liczby transferéow jest problemem
o ztozonosci niemniejszej niz zlozono$é probleméw NP-zupelnych. W naszym
przypadku rozmiarem zadania jest liczba uczestnikéw wyjazdu. Zagadnienie
minimalizacji transferéw mozna sprowadzi¢ do problemu decyzyjnego w prosty
sposob, modyfikujac zadanie do takiego: czy wystarczy k transferow, aby
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Rozwigzanie zadania M 1156.
Jesli 547 | n, to teza zadania jest
oczywiscie spetniona. Przyjmijmy wiec,
ze liczba n nie jest podzielna przez 547.

Poniewaz

1 2
n n
n™ —n -
n =1 mod547.
Liczba 547 jest pierwsza, wiec z malego
twierdzenia Fermata wynika, ze powyzsza
kongruencja bedzie spelniona, jesli

wykazemy, ze liczba

4 2 4_,2
(%) n" —n" =n" (n" T 1)

jest podzielna przez 546 =2 -3 -7 -13.

Niech p bedzie jedna z liczb 2, 3,7 lub 13.

Jesli p | n, to oczywiscie wyrazenie (x)
jest podzielne przez p. Mozemy wiec
przyjacé, ze liczba n nie jest podzielna
przez p. Korzystajac ponownie z malego
twierdzenia Fermata, stwierdzamy,

ze aby dowiesé podzielnosci przez p

wyrazenia (x), wystarczy wykazaé,

liczba n* — n? dzieli sie przez p — 1.

Ale p — 1 jest dzielnikiem liczby 12, wiec
wystarczy dowiesé, ze liczba

n* —n? =n’*(n—1)(n+1)

jest podzielna przez 12. Istotnie: iloczyn
(n — 1)n(n 4+ 1) trzech kolejnych liczb
caltkowitych jest podzielny przez 3,
n—1,n+1

sa dokladnie dwie liczby parzyste.

a ponadto wsréd liczb n, n,
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wyrownac rachunki? Jezeli dla kazdego k rozwiazemy takie zadanie w czasie
wielomianowym, to zapuszczajac je kolejno dla k = 1,2, 3, ..., uzyskamy
szereg odpowiedzi NIE i w koncu pierwsze TAK dla pewnego k < n. To bedzie
minimalna liczba transferéow. Ograniczenie k < n wynika z przedstawionego
nieoptymalnego algorytmu z poczatku artykutu. Tam na pewno po co najwyzej
n — 1 transferach, w czasie ktérych za kazdym razem ubywa jedna osoba,

a po ostatnim transferze nawet dwie, wyréwnywanie dtugéow zakonczy sie.
Wiec optymalna strategia nie moze by¢ gorsza. Jesli zatem dla konkretnego k
zlozono$é naszego algorytmu decyzyjnego wyniostaby W(n) dla pewnego
wielomianu W, to rozwigzanie problemu minimalizacji transferéw kosztowaltoby
co najwyzej nW(n), czyli koszt tez bylby wielomianowy.

W celu wykazania, ze problem decyzyjny, czy wystarczy k transferéw, aby
wyréwnaé rachunki, jest NP-zupelny, wystarczy, po pierwsze, pokazaé, ze

nasz problem jest w klasie NP, a po drugie, sprowadzi¢ dowolny problem
NP-zupelny do naszego problemu. Wykazanie, ze nasz problem jest w klasie
NP, jest proste. Jedli kto$ nam przedstawia scenariusz dokonania k transferéw,
to sprawdzié, ze faktycznie jest on poprawny, jest tatwo — po prostu wystarczy
wykonaé przedstawiony scenariusz, weryfikujac, czy faktycznie dziala. I zajmie
to nam czas proporcjonalny do liczby transferéw, czyli liniowy. Aby wykazaé,
ze nasz problem jest poéréd najtrudniejszych probleméw w klasie NP, musimy
znalezé problem NP-zupelny, ktéry sprowadzimy do naszego. Takim problemem
moze by¢ np. problem polowienia zbioru. Jest to jeden ze znanych problemoéow
NP-zupelnych. Dla zadanego zbioru liczb naturalnych A = {ay,...,a,}
stwierdzi¢, czy istnieje taki podzbiér indekséow J C {1,...,n}, ze
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Z G,j = 5 Z aj.

jeJ je{1,...,n}
Czyli czy mozna tak wybraé¢ podzbiér zbioru A, aby suma jego elementéw byta
doktadnie potows sumy wszystkich elementéw zbioru A. Oczywiscie, mozna
ten problem rozwiagzaé w czasie wyktadniczym, badajac wszystkie mozliwe
podzbiory zbioru A i sumujac dla kazdego z nich jego elementy. Dramat polega
na tym, ze takich podzbioréw jest wyktadniczo duzo i juz dla stosunkowo
niewielkich n czas wyktadniczy oznacza, ze algorytm bedzie dziatat zbyt dtugo,
a ogblnego algorytmu dzialajacego istotnie szybciej nie znamy, i pewnie takiego
algorytmu nie ma.

Pokazemy teraz, jak problem polowienia zbioru sprowadzi¢ do naszego problemu
transferéw. Zalézmy, ze mamy konkretny przypadek problemu potowienia zbioru

A={ay,...,a,}. Niech
1
S = 5 E Qaj.

je{l,..,n}
Tworz%y problem transferéw w nastepujacy sposéb. Ustalamy n dluznikéw

i dwéch wierzycieli nastepujaco: [(a1,...,an)(s,s)] 1 pytamy, czy n transferé6w
wystarczy, aby uregulowa¢ naleznosci. Jesli wystarczy, to znaczy, ze zbior

nasz da sie podzieli¢ na potowy, jesli nie, to znaczy, ze sie nie da. Czyli

w szczegblnosei, gdybyémy umieli w czasie wielomianowym rozwiazaé

nasze zadanie minimalizacji liczby transferow, to umielibySmy w czasie
wielomianowym rozwiazaé¢ problem potowienia zbioru. W kazdym razie nasz
problem transferéw jest co najmniej tak trudny, jak problem polowienia zbioru.
Koniec dowodu.

Oczywidcie, przy naszych narciarskich rozliczeniach te wszystkie rozwazania
potraktowaliSmy jako zabawe i rozwigzaliSmy problem regulowania dlugéw

w nastepujacy sposob: kazdy diuznik wylozyl to, co byt winien, na stél, a kazdy
wierzyciel zabrat to, co nadptacit i tym samym sprawa zostala zalatwiona.
Zauwazmy, ze to byl jednak inny model. Problem powstaje, gdy takiego stotu
nie ma, np. gdy jesteSmy na stoku narciarskim i wiatr dmie, a pieniedzy nie

ma gdzie polozy¢, tylko trzeba przekazywadé je z reki do reki, a rece marzna

i trzeba zdejmowaé rekawiczki. Albo gdy komputery, chcac zréwnowazyé
obciazenie, wymieniaja sie przetwarzanymi zadaniami i chca zminimalizowaé
liczbe transmisji. .. Ale to jest nieco inna bajka.
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