nieskorniczone serie to (4, 4, n) —
czyli graniastostupy i (3, 3, 3, n)
czyli antygraniastostupy. Na rysunku

oczywiscie n = 5.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
‘Warszawski

Twierdzenia Godla — pogadanka
Leszek KOLODZIEJCZYK ™

28 kwietnia br. mineta setna rocznica urodzin Kurta Gédla, jednego z wielkich
matematykow ubieglego wieku, a zarazem ,najwiekszego logika od czaséw
Arystotelesa”, wedle powszechnie podzielanej opinii von Neumanna. Warto z tej
okazji przypomnie¢ najznakomitsze (choé¢ bynajmniej nie jedyne!) osiagniecie
matematyczne Godla, czyli dwa twierdzenia o niezupelnoéci silnych teorii
aksjomatycznych.

Aby lepiej zrozumieé¢ znaczenie twierdzen o niezupeinosci i wplyw, jaki
wywarly, dobrze jest uswiadomié sobie kontekst historyczny, w ktérym sie
pojawity. Koniec XIX w. i pierwsze dziesigciolecia XX w. to w matematyce
okres burzliwego rozwoju nowych metod. Coraz $mielej stosowano zwlaszcza
abstrakcyjne techniki rozwinietej przez Georga Cantora teorii mnogosci (teorii
zbioréw). Metody teoriomnogosciowe szybko doprowadzily do uscislenia
niejasnych dotad poje¢ i uzyskania fascynujacych wynikéw. Wyniki te bywaly
jednak nieintuicyjne, a czasem wysoce nieprzyjemne (np. istnienie zbioru

na prostej, ktéremu nie da sie w sensowny sposéb przypisa¢ miary). Co gorsza,
beztroskie uzywanie zbioréw prowadzito do paradokséw (z ktérych najlepiej
znanym jest tzw. paradoks Russella: czy zbioér wszystkich zbioréw, ktore nie sa
elementami samych siebie, jest elementem samego siebie?). Stopniowo rodzilo sie
poczucie, ze matematyka przezywa kryzys swoich podstaw.

W odpowiedzi na kryzys liczni matematycy, w tym tak wybitni jak Poincaré,
Brouwer czy Weyl, sugerowali ograniczenia (nieraz radykalne) zestawu
dopuszczalnych w matematyce $rodkéw dowodowych. Zupelnie inny sposéb
wyjscia z kryzysu proponowal Dawid Hilbert, bezwzglednie przeciwny wszelkim
probom okrajania matematyki. Sednem tzw. programu Hilberta, sformutowanego
w latach 20. ubieglego wieku, byto wyodrebnienie pewnej klasy metod uznanych
za bezwzglednie pewne. Calkowicie bezpieczne mialy by¢ metody finitystyczne,
czyli, w uproszczeniu, odwolujace sie wylacznie do konkretnych, skoniczonych
obiektéw (takich jak liczby naturalne). Metody infinitystyczne — odwolujace sie
do zbioréw nieskonczonych — wymagaly natomiast usprawiedliwienia. Hilbert
mial przy tym pomyst na to, jak je usprawiedliwic.

Wedtug Hilberta nalezalo, po pierwsze, sformalizowaé calg matematyke

w postaci jednej teorii aksjomatycznej. Teoria miata by¢ zupelna, tj. umozliwiac¢
rozstrzygniecie kazdego problemu dajacego sie wyrazi¢ w jej jezyku. Po drugie
za$, nalezalo pokazaé, ze teoria ta jest niesprzeczna, czyli ze nie mozna

w niej udowodnié zdania wewnetrznie sprzecznego (np. 0 # 0). Co wiecej,
dowdd niesprzecznosci miat by¢ calkowicie pewny, powinien zatem uzywac
jedynie srodkéw finitystycznych; zwréémy uwage, ze jest to a priori mozliwe,
jako ze dowody w systemach formalnych to konkretne, skonczone obiekty
kombinatoryczne (skonczone ciagi napiséw konstruowane wedlug pewnych
regul).

Dowdd taki gwarantowalby przynajmniej tyle, ze uzywanie wszelkich srodkéw
owczesnej matematyki, w tym infinitystycznych, nie doprowadzi do katastrofy,
jaka bylaby sprzeczno$é. W istocie za$ oznaczalby nawet, ze wszystkie
,najbardziej konkretne zdania” (w zargonie logicznym: I19-zdania), majace
dowdd w ogdle, maja tez dowdd finitystyczny.

Hilbert poktadal w swym programie wielkie nadzieje, liczac na to, ze pozwoli
na ,rozwiazanie problemu podstaw matematyki raz na zawsze”. Udato sie
zreszta poczynié¢ pewne drobne kroki na drodze do realizacji programu.

W 1931 r. ukazala si¢ jednak praca Godla Uber formal unentscheidbare Sdtze
der ‘Principia Mathematica’ und verwandter Systeme, ktéra nadzieje Hilberta
zniweczyla.

Praca zawierala dowdd tzw. pierwszego twierdzenia o niezupelnosci: kazda
dostatecznie silna teoria aksjomatyczna jest niezupelna (nie moze zatem istnieé
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Zapis T F 1 oznacza, ze T dowodzi

zdania v, a —¢ oznacza zaprzeczenie .

z czworo$cianu i szescianu wycinamy

(3,6,6)i(3,8,8)

z dwunastoscianu i parkietazu
szedciokatnego otrzymujemy (3, 10, 10)
i(3,12,12)

r."

¢ ' to konwencjonalne oznaczenie
numeru Goédla zdania ¢

zupelna teoria obejmujaca cala matematyke). Co gorsza, Godel zaanonsowal
tez drugie twierdzenie o niezupelnosci: zadna dostatecznie silna teoria
aksjomatyczna nie dowodzi wlasnej niesprzecznosci (skoro za$ niesprzeczno$é
silnej teorii nie jest nawet dowodliwa w niej samej, tym bardziej nie ma co
marzy¢ o dowodzie finitystycznym).

Zanim powiemy kilka stéw o dowodzie twierdzen o niezupetnosci, sformutujmy
same twierdzenia nieco doktadniej (acz, z réznych wzgledéw, nie catkiem
dokladnie).

Pierwsze twierdzenie o niezupetnosci

Niech T bedzie niesprzeczna teoria aksjomatyczna zawierajaca pewien ustalony
fragment arytmetyki. Zalézmy ponadto, ze wlasnos$¢ bycia aksjomatem T jest
algorytmicznie rozpoznawalna. Wtedy T jest niezupelna: istnieje zdanie ¢

w jezyku teorii T" nierozstrzygalne w T, czyli takie, ze T ¥ @ 1 T ¥ —.

Drugie twierdzenie o niezupelnosci
Przy zalozeniach pierwszego twierdzenia, jesli Conr jest zdaniem w jezyku T'
wyrazajacym w spos6b naturalny niesprzecznos$é¢ T'; to T ¥ Conrp.

Niektére zwroty uzyte w powyzszych sformutowaniach wymagaja zapewne
wyjasnien.

Po pierwsze, co to znaczy, ze T ma zawiera¢ pewien fragment arytmetyki?
Wystarczy tyle, by w teorii 7" mozna bylo udowodni¢ pewne fakty dotyczace
arytmetyki liczb naturalnych. Dzi§ wiemy, ze moze to by¢ raptem kilka prostych
faktéw typu: dodawanie liczb naturalnych jest taczne, kazda liczba naturalna
jest zerem lub jest postaci n + 1, itp. Nie trzeba przy tym zakladaé, ze jezyk

T zawiera pojecia arytmetyczne (wystarczy, ze daja sie one wewnatrz T'
zdefiniowad).

Dalej, jaki jest sens zalozenia o algorytmicznej rozpoznawalnosci aksjomatow T'
i czy nie jest to istotne ograniczenie? Wymagamy tyle, by istniala mechaniczna
procedura rozpoznawania, czy dany ciag znakéw jest aksjomatem T (pojecie
,mechanicznej procedury” mozna uscisli¢, uzywajac np. teorii maszyn Turinga,
ale jego intuicyjny sens powinien byé w epoce komputeréw dosé jasny).
Zalozenie to, spelnione przez wszystkie teorie aksjomatyczne spotykane

w praktyce, jest istotne z punktu widzenia matematycznego, ale w pelni
naturalne z punktu widzenia ,ludzkiego”: jesli nie wiadomo nawet, jak
rozstrzygnad, co jest aksjomatem danej teorii, a co nie, to taka teoria jest dla
nas bezuzyteczna.

Kolejna rzecz: zaktadamy tylko tyle, ze T' ,;wie” troche na temat liczb
naturalnych. W szczegélnosci, jezyk T moze zawiera¢ np. wylacznie pojecia
arytmetyczne. Jakze zatem wyrazié¢ niesprzeczno$é¢ T', czyli pewien fakt
dotyczacy dowodéw formalnych, a nie liczb, w tymze jezyku? Idea jest catkiem
naturalna. Obiekty syntaktyczne, takie jak zmienne, formuty, dowody w teorii
aksjomatycznej itp., to skonczone ciagi znakéw — mozemy je np. zakodowaé
jako skoniczone ciagi zerojedynkowe. Ciag zerojedynkowy mozna z kolei bez
trudu utozsamié¢ z liczba naturalng (np. dopisujac z przodu jedynke i traktujac
go jako zapis liczby w systemie dwéjkowym). Tak wiec, kazdemu obiektowi
syntaktycznemu mozna w naturalny sposéb przyporzadkowaé liczbe (tzw.
numer Godla). W dodatku (co jest juz faktem wymagajacym nietrywialnego
uzasadnienia) wlasnosci, takie jak ,x jest numerem Godla formuly zaczynajacej
sie od kwantyfikatora ogdlnego” albo ,x jest numerem ciagu bedacego
dowodem zdania o numerze y” mozna wyrazi¢ formutami jezyka T, i to w taki
sposob, ze da sie w teorii T' o tych wlasnosciach rozumowaé¢. Nam szczegdlnie
potrzebna bedzie formuta Pr(x): ,x jest numerem zdania dowodliwego

w T7. Niesprzecznos¢ T, czyli Cony, mozemy teraz sformutowaé np. jako
=Pr("0#£07).

Mozemy teraz przystapi¢ do naszkicowania dowodu obu twierdzen Godla.
Kluczowa role w dowodzie gra odpowiednio zmodyfikowany paradoks ktamcy
(czy zdanie ,to zdanie jest falszywe” jest prawdziwe?), w ktérym prawdziwosé
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z oémioscianu wycinamy czternastos$cian
(4, 6, 6) (mozna go tez wycigé

z sze$cianu); w Delcie pisaliémy o nim
w numerze 9/1996 i 2/2005

W istocie nasz argument dziata

przy zalozeniu nieco wzmocnionego
warunku niesprzecznosci T, tzw.
w-niesprzecznodci; jesli chce sig
przeprowadzi¢ dowéd wylacznie przy
zalozeniu zwyklej niesprzecznosci, trzeba
nieco zmodyfikowaé zdanie ~y.

z szeScianu i dwunastoScianu wycinamy,
cho¢ w bardziej skomplikowany sposéb

(4, 6, 8) i (4, 6, 10)

zostaje zastapiona dowodliwoscia. Aby mozna bylo go sformulowaé, potrzebny
jest nastepujacy fundamentalny lemat.

Lemat przekatniowy
Niech ¢(x) bedzie formula w jezyku teorii T' z jedna zmienng wolna x. Istnieje
takie zdanie ¥, ze T F (¢p <= o(T¢M)).

Méwiac swobodnie: dla kazdej wlasnosci wyrazalnej w jezyku teorii T istnieje
zdanie, ktére ,orzeka o sobie”, ze ma te wlasnos¢.

Innym waznym elementem dowodu, zwlaszcza drugiego twierdzenia, jest
obserwacja, ze jesli T' jest dostatecznie silna, to wprowadzona powyzej formuta
Pr(z), wyrazajaca dowodliwo$¢ w teorii T, spelnia trzy warunki, zwane
tradycyjnie warunkamsi wywodliwosci:

(D1) jeSli T F @, to T+ Pr(Tp™),
(D2) T+ (Pr(r™) — Pr("Pr("7)),
(D3) T+ (Pr("¢p — )& Pr(T¢™) — Pr("¢7)).

Intuicyjnie: (D1) — jesli jakie$ zdanie jest dowodliwe w T', to T dowodzi tego
faktu; co wiecej, (D2) — samo (D1) jest dowodliwe w T'; wreszcie, (D3) —
dowodliwo$é w T jest (dowodliwie w T'!) zamknieta na pewna standardowa
regule wnioskowania (tzw. modus ponens).

Gdy mamy juz do dyspozycji lemat przekatniowy i warunki wywodliwoéci,
reszta dowodu twierdzen Godla jest juz stosunkowo nietrudnym rachunkiem.
Rozwazmy bowiem dane przez lemat takie zdanie v, ze T F (v <= - Pr("y7)).
Zdanie v ,,méwi” zatem, ze samo nie jest dowodliwe w teorii T'. Okazuje sie,

ze T ¥ v oraz T ¥ —y. Tak wiec, v jest zdaniem, o ktérym mowa w pierwszym
twierdzeniu Godla.

Pokazmy, ze T ¥ ~. Jesli T F v, to na mocy warunku (D1) jest takze
T+ Pr("+7). Ale Pr("77) jest réwnowazne —y. A zatem T -~ i T F —,
wbrew zalozeniu niesprzecznosci T'.

Formalny dowdd, ze réwniez T' ¥ —y, pominiemy, zauwazajac jedynie, ze T ¥ —y
musi zachodzié, jedli tylko teoria T" nie dowodzi zadnego zdania falszywego.
Otoéz zdanie —y jest wlasnie falszywe: méwi bowiem, ze istnieje dowdd zdania y
w teorii T'. Ale przed chwila pokazalidémy, ze taki dowdd nie istnieje!

Aby udowodnié drugie twierdzenie Godla, wystarczy pokazaé, ze
T F (Cony — 7). W tym celu uzyjemy warunkéw wywodliwosci (D1)—(D3).
Mamy T F (v <= —Pr("")), a zatem, na mocy (D1) i (D3), takze
T+ (Pr("™7) < Pr("=Pr("yM)7).
Z drugiej strony, (D2) daje
TE (Pr("y7) — Pr("Pr("y™)7)).
Ale dla zupelie dowolnego zdania 1)
T+ (Pr("¢M)& Pr("=¢™) — Pr(T0 # 07))
(co wynika z (D3) oraz faktu, ze T dowodzi wszystkich podstawien tautologii
rachunku zdan). Ostatecznie zatem dostajemy T+ (Pr("7) — Pr("0 # 07)),

czyli T F (Congp — 7). Szkic dowodu twierdzen o niezupelnosci zostal wiec
zakonczony.

Jak juz wspominali$émy, wyniki Godla obalily nadzieje (oddality obawy?),
ze calg matematyke da sie sprowadzi¢ do rozumowania wewnatrz jednego
ustalonego systemu aksjomatycznego. Zrodzity takze dalsze pytania.
Przyktadowo: czy datoby si¢ moze zaksjomatyzowac cala ,spotykana

w praktyce” matematyke badz ,matematyke stosowana w naukach
przyrodniczych”? Albo: jak dalece trzeba wykroczy¢ poza dana teorie
aksjomatyczna, aby moc udowodnié jej niesprzeczno$é¢? Te i inne pytania
inspirowaly nastepnie bujny rozwdj nowych gatezi logiki matematyczne;j.
To juz jednak tematy na inne pogadanki.
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