Twierdzenie van der Waerdena méwi, ze
dla N > N(k) taki podzial nie istnieje.
Optymalne wartosci N (k), znane tylko
dla matych k, to N(2) =3, N(3) =9,
N(4) =351 N(5) = 178. Rozumowanie
obok pokazuje, ze N (k) > 2%/2,

z parkietazu tréjkatnego mozna tez
uzyskaé¢ (3, 3, 3, 3, 6)
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Metoda probabilistyczna Rafat LATAEZA™

Jak pokazaé, ze istnieje obiekt o pewnych wlasnoéciach? Najprosciej jest
podaé bezposrednig konstrukeje, jednak czesto jest to bardzo trudne (a czasem
w ogéle niewykonalne). Jednym ze sposobéw ominigcia tego problemu

jest tak zwana metoda probabilistyczna. Polega ona na tym, ze w celu
wykazania, iz zbiér poszukiwanych obiektow jest niepusty, dowodzimy, ze

ma dodatnie prawdopodobienstwo. W praktyce czesto sie wykazuje, ze to
prawdopodobienistwo jest bliskie 1, czyli ,,typowy” obiekt ma poszukiwana
wlasnosé.

Sprébujmy na poczatek dowiesé istnienia funkcji ciaglej na pewnym przedziale
i nierézniczkowalnej w zadnym punkcie dziedziny. W tym przypadku mozna
podaé wzor, jednak nie bedzie on ani tatwy do zweryfikowania, ani specjalnie
przyjemny. Prosciej jest zauwazy¢, ze takie funkcje sg znane kazdemu
probabilidcie — to trajektorie procesu Wienera. Okazuje sie, ze wszystkie sa
ciagle, a z prawdopodobienstwem 1 nigdzie nierézniczkowalne.

Rozwazmy nastepujacy problem: dla jakich N i k > 2 zbiér I ={1,..., N} da sie
podzieli¢ na dwa podzbiory A i B, z ktérych zaden nie zawiera k-elementowego
podciagu arytmetycznego? Dokladna odpowiedz na to pytanie nie jest

znana, wykazemy tutaj, ze dla N < 25/2 taki podzial istnieje. Rozwazmy
losowy podzial — wyobrazmy sobie, ze rzucamy N symetrycznymi monetami

i jedli na i-tej monecie wypadl orzel, to liczbe ¢ przydzielamy do zbioru A,

a jesli reszka, to do zbioru B. Prawdopodobienstwo tego, ze ustalony ciag
arytmetyczny ni,...,ni jest zawarty w zbiorze A, wynosi 27%. Wszystkich

k elementowych ciggdéw arytmetycznych o wartosciach w I jest mniej niz

N?2/2, stad prawdopodobiefistwo tego, ze A zawiera pewien ciag arytmetyczny
dtugosci k, jest mniejsze niz 27 N2 /2 < 1/2. Podobnie mozemy rozumowadé
dla zbioru B. Czyli z dodatnim prawdopodobienstwem oba zbiory A i B

nie zawieraja ciagu arytmetycznego! Ambitny Czytelnik moze sprobowaé
skonstruowaé deterministyczny podzial, np. dla k& = 100.

W podanym wyzej przykladzie moglibySmy jeszcze obejsé¢ sie¢ bez rachunku
prawdopodobienistwa, wykorzystujac tylko zliczanie elementéw. Jednak

w bardziej zaawansowanych problemach jest to niemozliwe. Obszerny i burzliwie
rozwijajacy sie dzial kombinatoryki poswiecony jest badaniu graféw losowych.
Tutaj konstrukcje probabilistyczne prowadza do budowania graféw o rozmaitych
ciekawych wtasnosciach. Graféw o podobnych wlasnoéciach w wielu przypadkach
nie mozna opisa¢ w bezposredni sposéb. Najciekawsze konstrukcje bazuja

na podejsciu laczacym elementy losowe i deterministyczne.

Metoda losowa znajduje zastosowanie nie tylko w kombinatoryce. Za jej pomoca
Dvoretzky wykazal zaskakujace twierdzenie dotyczace wysokowymiarowych ciat
wypuklych. Mianowicie, kazdy n-wymiarowy, sSrodkowosymetryczny wieloscian
ma co najmniej [logn]-wymiarowy centralny przekrdj bliski kuli (tzn. stosunek
promieni kuli wpisanej i opisanej na tym przekroju jest nieduzy). Podobnie
kazdy n-wymiarowy wielo$cian ma prawie kulisty k-wymiarowy rzut. Co wiecej,
dla wielu bryl mozna znaczaco zwiekszy¢ wymiar takiego przekroju czy rzutu.
Kashin wykazal, ze losowy [n/2]-wymiarowy rzut n-wymiarowej kostki jest

z ogromnym prawdopodobienstwem bliski kuli. Jednak, mimo ze wiadomo,

iz rzuty kostki na ,typowa’ [n/2] wymiarowa przestrzen sa kuliste, nie jest

do dzisiejszego dnia znana zadna deterministyczna konstrukcja takich rzutéw.

Argumenty losowe sg obecne réwniez w dowodzie niedawno wykazanego
przez Greena i Tao twierdzenia, moéwigcego, ze istnieja dowolnie dltugie ciggi
arytmetyczne ztozone z liczb pierwszych.

Powyzsza lista, mimo iz bardzo wybiércza, powinna zasygnalizowac
Czytelnikowi, ze losowe konstrukcje coraz czeséciej wystepuja w dowodach
rezultatéw z kombinatoryki, analizy, geometrii czy teorii liczb. Sa takze inne
wazne, niekonstruktywne sposoby dowodzenia, ze zbiory sa duze, np. z uzyciem
aparatu topologicznego zamiast probabilistycznego. Ale to temat na inna
opowiesé.
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