Symbole Newtona jako funkcje wielomianowe

Tak naprawde, wielomiany (i) dla k € N
sg tez okreslone dla liczb zespolonych.
Wszystkie stwierdzenia z tego artykutu
dla z € R pozostaja prawdziwe dla =
zespolonych.

Wiodzimierz HOLSZTYNSKI

Wszedobylskie symbole Newtona wystepuja intensywnie w nastepujacych
dziatach matematyki (spoérdd tych, z ktérych zdaje sobie sprawe): w algebrze,
teorii aproksymacji, kombinatoryce, teorii kodéw poprawiajacych bledy,
przetwarzaniu sygnatu i obrazu, analizie matematycznej, teorii liczb,

rachunku prawdopodobienstwa i statystyce. Mozna je znalezé w niezliczonych
twierdzeniach, formulach, tozsamosciach i nieréwnosciach. Te z pozoru
przypadkowe wystapienia moga nawet powodowaé uczucie pewnego

zagubienia. Mam nadzieje, ze zaprezentowane w tym artykule spojrzenie

na symbole Newtona od strony wielomianow przekona Czytelnikow do istnienia
zgrabnej teorii nimi rzadzacej. Kolejna zaleta podejscia wielomianowego jest
algebraiczna metoda przeprowadzanych dowodéw. W poréwnaniu z dowodami
kombinatorycznymi i indukcyjnymi jest ona czesto bardziej elegancka. 7Z drugiej
strony, kombinatoryczna interpretacja tozsamosci zawierajacych symbole
Newtona czyni je jednak bardziej wymownymi i atrakcyjnymi.

Jezeli spojrzymy na symbole Newtona jako na wspolczynniki wystepujace

w rozwinieciu funkeji f(y) = (1 + y)* w szereg potegowy woké! zera, to nie ma
powodu, by ograniczaé si¢ tylko do catkowitych wartosci z (Czytelnikéw, ktoérzy
nie wiedza, co to jest wspomniane rozwiniecie, zapewniam, ze moga czytacé
dalej). Dopuszczenie rzeczywistych = daje wspétezynnik przy y*, oznaczany
przez (ﬁ), ktéry jako funkcja zmiennej x jest wielomianem stopnia k. Pomimo
tego faktu dominacja (i) dla z € N jest tak duza, ze niewiele os6b zdaje sobie
sprawe z tego, ze wiele tozsamosci dowodzonych dla liczb naturalnych jest
prawdziwych dla dowolnych liczb rzeczywistych.

Cho¢ wspomnielidémy juz, jak symbole Newtona mozna zdefiniowaé dla
dowolnego z, to w celu lepszego poznania ich wlasnosci dojdziemy do nich
troche inng droga. Pierwszg roznicg funkcji F': R — R nazywamy funkcje
DF: R — R okredlona nastepujaco: DF (z) = F(x + 1) — F(z), dla kazdego
x € R. Przez tatwa indukcje dostajemy:

n—1
(%) F(z+mn)=F(x)+ Y DF(z+j),

§=0
oraz

F(x—n)=F(x)— ZDF(:U -9

dla kazdego n € N. Jest zatem jasne, ze jesli funkcja DF dla liczb calkowitych
przyjmuje wartosci calkowite oraz F(0) jest liczbg calkowitq, to funkcja F
przeksztalca liczby catkowite w liczby catkowite. Odnotujmy jeszcze jedng
wlasnosé¢ DF w przypadku, gdy F jest wielomianem. Jesli stopien F' jest
rowny k, to DF' jest wielomianem stopnia k — 1. Jesli uméwimy sie, ze stopien
wielomianu tozsamosciowo réwnego 0 wynosi —1, to jest to prawda takze dla
wielomianéw stalych.

Jak wiadomo, kazdy wielomian stopnia k jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje wartodci dla k + 1 argumentow. Zdefiniujmy wiec wielomian (ﬁ) jako
jedyny wielomian stopnia k zmiennej x, taki ze

e (I)=0dlaz=0,.. k-1,
e (!)=1ldlaz=k
Jedli F(x) jest réwne () dla pewnego k € N, to wielomian DF dany jest

(1) ()

Zauwazmy, ze DF(x) =0dlax =0,...,k—2oraz DF(z) =1dlaz =k — 1.
Wielomiany DF(x) i (kfl) maja stopien k — 1 i przyjmuja takie same wartosci
w k réznych punktach. Dostajemy stad
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drzewka z dziesigcioma wierzchotkami
— ciag dalszy 1

Twierdzenie 1. Dla dowolnego k € N i z € R zachodzi

z+1\ [z x
()= () ()
Taka sama tozsamos$¢ jest podstawa konstrukeji tréjkata Pascala. Podkreslmy
jednak, ze x moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.

Wielomian staly (g) = 1 przyjmuje tylko calkowite wartosci. Stosujac formule
sumacyjna (*), indukcyjnie mozemy udowodnié

Twierdzenie 2. Wielomiany (i) przeksztalcajq liczby catkowite w liczby
catkowite.

Twierdzenie to nabiera znaczenia, gdy podamy bezposredni wzér
na wielomian (). Pierwiastkami wielomianu k-tego stopnia F(z) = H;:é (x —j)
sa liczby 0,1,...,k — 1. Zatem F(x)/F(k) przyjmuje takie same wartosci jak
4 .
( % ) , czyli

(7)- %j_l'[:(zj)

dla kazdego k € N. Zauwazmy, ze wprowadzona przez nas definicja (i) zgadza,
sie z ta podana we wstepie, oraz ze wprowadzone wielomiany sa rzeczywiscie
uogblnieniem zwyklego symbolu Newtona.

Niech f : N — R bedzie dowolna funkcja. Przyporzadkujemy jej ciag
wielomianéw, ktore zgadzaja sie z f w coraz wiekszej liczbie punktéw.
Mianowicie, zdefiniujmy rekurencyjnie ciag ztozony z wielomianéw Fj postaci
Fi(x) = Z?:o a; (j) nastepujaco:

° F,1 = 0,

o ap = f(k) = Fr—1(k),

. Fk(.%') = Fk—l(-%') + ak(z).

Wielomian Fj, stopnia k przyjmuje te same wartosci co funkcja f dla
x=0,..., k. Zauwazmy, ze wyrazy ao, - .. ,a; Sa wyznaczone przez ten warunek
jednoznacznie. Co wiecej, jesli f(0),..., f(k) sa calkowite, to réwniez ag, .. ., ak
sg caltkowite. Co sie dzieje w przypadku, gdy f jest w rzeczywisto$ci obcieciem
pewnego wielomianu G stopnia k do liczb naturalnych? Wielomian F}j tez ma
stopien k i zgadza sie z G w k 4+ 1 punktach, wiec te wielomiany sa réwne.
Dostajemy kolejne

Twierdzenie 3. Niech G bedzie wielomianem stopnia < n. Nastepujgce warunki
sq rownowazne:
i) G przeksztalea liczby calkowite w liczby calkowite,

it) istnieje liczba calkowita r, takie ze G(x) jest calkowite dla x =r,...,r +n,
iii) G(x) jest calkowite dla x =0, ... n,
i) istnieje jednoznacznie wyznaczony cigg takich liczb calkowitych ag, . .., an, Ze

Gx) =27 0a; (?)

Réwnowazno$é i) oraz iii) wynika z prostej obserwacji, ze wielomiany G(x)
oraz H(x) = G(x +r), gdzie r € Z, maja takie same zbiory wartosci na liczbach
catkowitych: {H(z) : € Z} = {G(x) : « € Z}. Aby zastosowaé powyzsza teorie,
sprébujmy obliczyé sume PSF = 08 + 1% + ... + n* gdzie k,n € N. Spéjrzmy
na ten problem bardziej ogélnie. Niech f bedzie wielomianem k-tego stopnia.
Istnieje wtedy jednoznacznie wyznaczony wielomian F' stopnia k + 1, taki ze

F(n)=Y_f(j)
j=0

Istotnie: zauwazmy, ze jezeli taki F' istnieje, to F(0) = f(0) oraz dla kazdego

x € R mamy DF(z) = f(x + 1), bo obie strony sa wielomianami k-tego stopnia
i zgadzaja sie na liczbach naturalnych. Widaé, ze taki F' moze by¢ co najwyzej

jeden. Ponadto wiemy juz, jak znalezé wspotczynniki ag, aq, ..., ar, dla ktérych

f-30-(7)
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Wtedy F' mozemy po prostu wskazac:

F(x)jioaj-(jii).
k

Nasze zadanie sprowadza si¢ wigc do znalezienia wspolczynnikoéw af, takich ze

k= Z?:o af . (f) Dla k =0 mamy z = (g), gdy zas k=1, to x = (”1”) Nasz
rezultat zgadza sie wiec z dobrze znanym wzorem:

o' +1' 4+ 4t = (n;rl)
W przypadku wiekszych k zastosowanie metody z dowodu twierdzenia 3 pozwala
stwierdzié, ze
oa?z()dlaj>k7
e a)=1orazak =0dlak > 0.
eaf=1dlak>1,
eak=2F_—2dlak>2.
Przez poréwnanie wspdlezynnikdéw przy najwyzszej potedze mozemy jeszcze

stwierdzi¢, ze af = k!. Niestety, proby wyznaczania pozostatych wspélezynnikéw
prowadza do coraz bardziej zawilych rachunkéw. W tym momencie przydatna

okaze sie formuta
x x x
) = k- Ea1).
’ </€) <k)+( 1) </€+1)’

dla kazdego k € N. Dowodzimy jej standardowo — obie strony przyjmuja takie
same wartosci dla x = 0,1,...,k + 1, co dla wielomiandéw stopnia k + 1 oznacza,
ze sa réwne. W przypadku k = 2 dostajemy

#-e ()= () )

1 1
0°+12422+...+n%= (n; )+2.<n§ )

a stad

Podobnie z réwnosci

O )0 () )

otrzymujemy

1 1 1
03+13+23+...+n3<n;r >+6~<n;r >+6~(n;r >

W ogélnosci dostajemy formute rekurencyjna

a?“ =j-(af_, +a}) dlajeNy ikeN Prowadz

ona do kuzyna tréjkata Pascala, widocznego obok,

w ktérym kazdy wyraz a;ﬁ'l jest sumg wyrazow a;{l
2 i a? stojacych tuz nad nim, pomnozona przez j.
240 120
Oznaczmy przez Sur® liczbe funkeji ze zbioru
1800 720 Y p j € J

k-elementowego na zbiér j-elementowy. Poniewaz
Surloc = af, a ponadto Sur? spelniaja taka sama

k

zaleznos¢ rekurencyjng co a;, wigc dostajemy

Twierdzenie 4. Dla dowolnego k,n € N mamy

k
2k = ZSur? . (j)
=0

k
0k+1k+2k+...+nkZSur§'<,Zl>.
i=0 J

Czytelnikom pozostawiamy podanie interpretacji kombinatorycznej tego
twierdzenia w przypadku, gdy x € N.

oraz
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