Ogéblna teoria miary i calki w skrécie

Rafal SZTENCEL

W poprzednich dwéch odcinkach pokazaliSmy, jak oblicza¢ wartos¢ oczekiwang
(czyli warto$é érednia) zmiennej losowej X, caltkujac uogdlniona funkcje
odwrotna do jej dystrybuanty. Funkcja ta jest lewostronnie ciagta i niemalejaca,
wiec do jej scatkowania wystarczy catka Riemanna. Do czego w takim razie
przydaje sie¢ w rachunku prawdopodobienstwa ogdlna teoria miary i catki?

Zauwazmy, ze korzystaliémy poprzednio w sposéb istotny z bardzo wygodnej
wlasnosci wartosci oczekiwanej:
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E(X +Y)=EX +EY.

Nalezaloby ja udowodnié¢. Mozna to zrobi¢ do$é tatwo dla zmiennych losowych
X 1Y o rozkladach dyskretnych, istnieje tez nieco trudniejszy dowdd dla
przypadku, gdy laczny rozklad pary (X,Y) jest ciagly. Nie wyczerpuje to jednak
wszystkich rozkladéw. Jak widzieliémy, bardzo tatwo otrzymaé rozkltad, ktory
nie jest ani dyskretny, ani ciagly. Co wtedy?

Ogdlna teoria miary i calki pozwala na sformutowanie
zwieztej definicji wartosci Sredniej:

EX:/XdP,
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gdzie zmienna losowa X jest odwzorowaniem ze zbioru
zdarzen elementarnych € w zbioér liczb rzeczywistych.
Odwzorowanie to musi by¢ dostatecznie regularne,

tak by zbiér {w € Q: X (w) < a} byl dla kazdego a

zdarzeniem.

Za zwiezlos¢ definicji placi sie trudno$ciami
technicznymi przy rozwijaniu teorii. Dobrze jednak zdaé
sobie sprawe, ze wartos¢ $rednia jest jakim$ rodzajem
calki, bo wtedy wlasnos$é (x) przystuguje kazdej
rozsadnej procedurze catkowania czy tez usredniania.

Z procedurami usredniania zapoznajemy sie¢ dos¢
wczesnie. Punktem wyjscia jest srednia arytmetyczna
liczb x1, 22, ..., 2y:
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Kolejny stopien komplikacji to $rednia wazona
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Ti1p1 + ...+ TnpPn,
gdzie p1 + ...+ p, = 1 i wszystkie liczby p; (zwane
wagami) sa nieujemne. Rozpoznajemy tu oczywiscie
wzor na warto$¢ sredniag zmiennej losowej X
o rozkladzie dyskretnym, ktéra przyjmuje wartosci x;
na zdarzeniach A;, takich ze P(A;) = p;. Taka zmienna
losowg nazywamy zmienna losowa prostg. Mamy wiec

i=1

Wystarczy jeden drobny krok*, zeby otrzymac ogdlna
definicje wartosci $redniej dla dowolnej nieujemne;j
zmiennej losowej X:
EX =supEZ,

gdzie kres gérny jest brany po wszystkich zmiennych
losowych prostych Z < X. A jesli odrzucimy zalozenie
0 nieujemnosci, to

EX=EX" -EX",
jesli tylko co najmniej jeden z wyrazéw po prawej
stronie jest skonczony. Przy takiej definicji moze
bowiem okazac sie, ze EX = oo.
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Zamiast £ X mogliSmy wszedzie pisaé fQ XdP -
zdefiniowalibyémy wtedy calke z X wzgledem miary
probabilistycznej P.

Autor tendencyjnie pominal trudnosci techniczne.
Nalezaloby, na przyklad, wykazac, ze dla kazdej
nieujemnej zmiennej losowej X istnieje ciag zmiennych
losowych prostych (Z,), taki ze Z, < X, n=1,2,...
oraz Z, zmierza monotonicznie do X — to pozwolitoby
na udowodnienie wlasnosci (x).

Nie nalezy tez sadzié, ze konstrukcja nietrywialnej

miary probabilistycznej — chociazby miary Lebesgue’a

— na przedziale [0, 1] jest banalna. Ale znéw podstawowy
pomyst jest bardzo prosty: chcemy skonstruowaé

taka miare, by uogolniata pojecie dlugosci odcinka.
Wiemy zatem, jaka miare powinny mie¢ odcinki. Teraz
definiujemy dla A C [0, 1]

A*(A) = inf Z(bi - ),

gdzie kres dolny jest brany po wszystkich rodzinach
przedzialéw [a;, b;] pokrywajacych zbiér A. Funkcja A*
nie jest miarg (jest tylko tak zwang miara zewnetrzna).
Jedli zawezimy ja do pewnej rodziny M podzbiorow
odcinka [0, 1], otrzymamy prawdziwa przeliczalnie
addytywna miare A, jako ze dla parami roztacznych
zbioréw A; bedzie mie¢ miejsce réwnoscé:

A(DA) - Q)\(Ai);

dla miary zewnetrznej, jak latwo stwierdzi¢, lewa strona
nie przekracza prawe;j.

Czytelnik zechce teraz obliczy¢

Y e

fz) = 1 dla x niewymiernych,
Y70 dlaz wymiernych.

gdzie

. .czlowieka, ale wielki skok ludzkosci (Neil Armstrong lub Juliusz

Machulski, ,Seksmisja” — jak kto woli).



