drzewka z dziewiecioma wierzchotkami
poczatek

Maia deld

O pozytkach z tr6jkata Pascala

Trojkat Pascala to, jak wiadomo, ,nieskonczony tréojkat”, na ktorego
bokach stoja jedynki, a kazda z pozostalych liczb jest suma dwdch nad
nig potozonych. 1

Trojkat taki buduje sie zwykle po to, by poznaé¢ wspdtezynniki dwumianu
Newtona (a + b)", ale mozna go uzy¢ i w innych celach. Takim wtasnie

— nieco przekornym — wykorzystaniem trdjkata Pascala zajmiemy sie
ponizej.

Jak z trojkata Pascala zrobi¢ sobie sitko?

Narysujmy tréjkat Pascala na siatce zlozonej z tréjkacikow, tak jak
na rysunku ponizej. Nastepnie kazda liczbe parzysta zastapmy zerem,
a kazda liczbe nieparzysta — jedynka.

Rozwazmy teraz trojkaty zlozone z dwoch, czterech, odmiu, szesnastu,
itd. pieter i zamalujmy w nich jakims$ kolorem tréjkaty, w ktérych
widnieje jedynka. Po odpowiednim przeskalowaniu otrzymamy ciag figur,
jak na rysunku ponizej.

A

Widaé, ze pierwsza figura powstaje w wyniku podziatu danego trojkata
na cztery identyczne trojkaty i wyciecia srodkowego trdjkata. Druga
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przez zastosowanie identycznej procedury do kazdego z tréjkatow
pozostalych po pierwszej wycinance, itd. Kolorowa figura, jaka pozostaje
po nieskonczenie wielu cieciach, to sitko (czyli krzywa tréjkatowa)
Sierpinskiego. W tréjkacie Pascala przedstawione sg zatem kolejne etapy
tworzenia takiego sitka.

Tajemnice zapisu binarnego

Opisany wyzej zwiazek trojkata Pascala z geometria nie jest zwiazkiem
jedynym. Aby sie o tym przekonaé, spéjrzmy na ,zero-jedynkowy”
tréjkat Pascala i wypiszmy liczby z kolejnych pieter, traktujac je jako
liczby zapisane w ukladzie dwéjkowym. Mamy wtedy (poczynajac od
drugiego rzedu)
M1y =1-2'+1-2°=2+1=3
101, =1-22+4+0-2'4+1-2°=44+1=5
1111)=1-2°+1-2241-2'+1.2°=8+4+2+1=15
[10001]; =1-2*+0-2°40-22+1-2'+1-2°=16+1=17
[110011]y =1-2°4+1-2*+0-23+0-22+1-2' +1-2°=324+16+2+1=51
Liczby te na pozér moga zdawaé sie nieco przypadkowe. Kiedy jednak
zauwazymy, ze
2 41=3, 22 4+1=5 224+1=17
oraz
15=3-5, 51=3-17,
to niewatpliwie zrodzi si¢ w nas stuszna hipoteza, ze powstajace w ten
sposéb liczby sg iloczynami tzw. liczb Fermata, tzn. liczb postaci
F,=2""+1, n=0,1,2,3,...
Fermat sadzil, ze wszystkie takie liczby sa pierwsze. Nie jest to jednak
prawda. Dla n =0,1,2, 3,4 liczby Fermata rzeczywiscie sg pierwsze,
ale juz
=2 4+1=2"41
liczba pierwsza nie jest (udowodnil to Euler). Do dzi$§ poszukujemy liczb
pierwszych Fermata réznych od Fy, Fi, Fs, F3, Fy, ale — jak dotad —
bezowocnie. Tymczasem jest to wazne zagadnienie wlasnie z punktu
widzenia geometrii. Stynne twierdzenie Gaussa wiaze bowiem liczby
Fermata z konstruowalnoscia wielokatéow foremnych.

Twierdzenie. Wielokat foremny o n bokach da si¢ skonstruowaé
za pomocy cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden
z warunkow

oen=2F gdzie k=2,3,4,...,

e 1 jest iloczynem réznych liczb pierwszych Fermata,

e 1 jest iloczynem pewnej potegi dwojki i réznych liczb pierwszych
Fermata.

Okazuje sie, ze z tréjkata Pascala mozemy odczytaé wszystkie
konstruowalne n-katy foremne o nieparzystej liczbie bokéw. Jak to jednak
mozliwe, ze trojkat Pascala ,zna si¢ na geometrii”?

Pozostawiajac to filozoficzne pytanie bez odpowiedzi, polecamy
upewnienie sie, ze poczatkowe pietra tréjkata Pascala rzeczywiscie koduja
iloczyny parami réznych liczb pierwszych Fermata oraz stwierdzenie,

do ktorego pietra zasada ta obowiazuje.

Madtqg Delte przygotowat Witold SADOWSKI



