O dwéch takich, co chcieli zarobi¢ na fluktuacjach
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drzewka majace co najwyzej 4 wierzchotki
nic ciekawego

Szanowna Redakcjo,

pisze ten list, aby ostrzec Czytelnikéw Delty przed dwoma oszustami krecacymi
sie po okolicy. Osoby te przedstawiaja sie jako Matematyk i Fizyk i proponuja
udzial w przedsiewzieciach, ktére wygladaja niezwykle obiecujaco. Tego
pamietnego dnia spotkalem najpierw Matematyka. Stuchaj — powiedzial — rzuce
moneta. Jezeli wypadnie orzel, to placisz mi zlotowke, a jezeli reszka, to ja
Tobie dam zlotéwke. Jest to oczywiscie gra sprawiedliwa — prawdopodobienstwo
wygranej dla kazdego z nas wynosi 1/2. Ta gra szybko nas jednak znudzila.
Ciekaw jestem, co sadzisz o mojej drugiej grze? — zapytal Matematyk.
Oprécz uczciwej monety mam jeszcze dwie odpowiednio obciazone monety;
prawdopodobienstwo wyrzucenia orla dla monety drugiej wynosi 3/4, a dla
trzeciej 1/10. Wybdr rzucanej monety zalezy od wysokosci mojego kapitatu
(moze to byé liczba ujemna). Jezeli jest on podzielny przez 3, to rzucam
trzecia moneta, a w przeciwnym przypadku moneta druga. Tak jak poprzednio,
orzel oznacza zlotéwke dla mnie, a reszka zlotéwke dla Ciebie — zakonczyl
Matematyk i popatrzyl na mnie wyczekujaco. Na pierwszy rzut oka nie
wygladalo to dla mnie dobrze. Pomy$lalem, ze Srednio raz na trzy rzuty kapitat
mojego przeciwnika bedzie podzielny przez 3 i bedziemy rzucaé¢ korzystna
dla mnie moneta trzecia, w 2/3 rzutéw uzywana bedzie moneta sprzyjajaca
Matematykowi. Oznacza to, ze prawdopodobiefistwo wygranej w jednym rzucie
wynositoby dla mnie:

1/3x9/10+2/3 x 1/4 ="7/15,
czyli mniej niz 1/2. Matematyk upieral sie, ze jest to gra sprawiedliwa.
Przeprositem go na chwile i na boku dokonatem pewnych obliczen. Niech
reszty z dzielenia kapitalu Matematyka przez 3, czyli 0,1 lub 2, reprezentuja
stan naszego ukladu. Prawdopodobiefistwo znalezienia si¢ w danym stanie
zalezy tylko od stanu ukladu w chwili poprzedniej, a nie od calej historii naszej
rozgrywki. Ewolucja naszego ukltadu jest przyktadem lancucha Markowa. Mozna
wykazaé, ze w miare uplywu czasu czestotliwosci odwiedzania poszczegdlnych
stanéw ukladu daza do pewnych wartosci granicznych. Moje obliczenia
wykazaly, ze graniczna czestotliwosé rzucania monetg trzecia jest jednak wigksza
od 1/3 i wynosi 5/13 (patrz kurs tancuchéw Markowa w Post Scriptum 1).
Prawdopodobienstwo wygranej w jednym rzucie wynosi wiec:

5/13 x9/104+8/13 x 1/4 =1/2.
Jak juz sie przekonale$ — kontynuowal Matematyk — ze ta druga gra tez jest
sprawiedliwa, to z pewnoscia zagralby$ w obie gry, gdyby wszystkie trzy monety
byly obciazone tak, aby prawdopodobienstwa wyrzucenia orla p;,7 = 1,2, 3, byty
mniejsze niz poprzednio, powiedzmy

p1=1/2—¢, pr=3/4—¢ i p3=1/10—¢,

gdzie € jest mala ustalona liczba dodatnia. Wtedy przeciez, jak latwo sprawdzié
(sprawdz to, prosze, Czytelniku), prawdopodobienistwa Twojej wygranej
w obu grach sa wieksze od 1/2. Powiedzialem, ze, oczywiscie, bardzo chetnie
zagram. I wtedy padta propozycja, ktéra bede dlugo pamietat. Matematyk
zaproponowal, zeby dla urozmaicenia zmienia¢ gry w sposob losowy. Aby nam
sie nie nudzito — powiedzial — z prawdopodobiefistwem 1/2 bedziemy graé
w pierwsza gre i z takim samym prawdopodobienstwem w druga gre. ZaczeliSmy
rozgrywke. Po kilkuset grach stwierdzilem z przerazeniem, ze moj kapital jest
mocno ujemny. Matematyk jako$ szybko sie ze mna pozegnal, a ja zaczalem sie
zastanawiaé, co jest (czy raczej bylo) grane. Druga gra (tak jak i pierwsza) jest
dla mnie korzystna. Kiedy jednak kapital Matematyka byl podzielny przez 3,
w mniej wiecej potowie przypadkéw, zamiast rzucaé¢ bardzo korzystna dla
mnie moneta trzecia, rzucal on moneta pierwsza i wtedy prawie z jednakowym
prawdopodobienistwem mogtem stracié¢ lub zyskaé zlotéwke. To mogtlo by¢
zrédlem mego problemu. Rzucitem sie do obliczen. Przeanalizowatem tancuch
Markowa odpowiadajacy losowej kombinacji obu gier dla przypadku € = 0.
Stwierdzitem, ze granicznymi czestotliwosciami przebywania w stanach 0,1 i 2
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tez brak rewelacji

sa odpowiednio 245/709,180/709 i 284/709. Ostatecznie prawdopodobienistwo
wygrania przeze mnie w jednym ruchu jest réwne

245 (1 1+1 9 Jr180 1 1+1 1 +284 1 1+1 1y 691
709 \2 2 2 10 709 \2 2 2 4 709 \2 2 2 4/ 1418
zatem jest mniejsze od 1/2. Warto$é oczekiwana mojej wygranej wynosi wtedy
691/1418 — 727/1418 = —36/709.
Oznacza to, ze jezeli bedziemy gra¢ odpowiednio dtugo, to moj kapital bedzie
malal proporcjonalnie do uptywu czasu ze wspoélczynnikiem proporcjonalnosci
—36/709. Poniewaz czestotliwosci odwiedzin standéw naszego tancucha Markowa
zaleza w sposo6b ciagly od €, to dla odpowiednio matego ¢, kiedy obie gry staja
sie dla mnie korzystne, ich losowa kombinacja nadal jest dla mnie zgubna. Mamy
wiec tutaj do czynienia z przyktadem dwéch losowych dynamik, dla ktorych
wartosé oczekiwana pewnej zmiennej losowej roénie, natomiast dla losowej
kombinacji tych dynamik warto$¢ oczekiwana tej zmiennej losowej maleje
7 czasem.

Zachecam do sprawdzenia powyzszych rezultatéw (analitycznie na kartce papieru
lub symulujac rzuty monetami na komputerze). Moze to uodpornié¢ na inne
sztuczki probabilistycznych oszustéw.

Ledwo zdazylem ochlonaé, kiedy do moich drzwi zapukal Fizyk. Od razu
przeszedl do rzeczy i pokazal mi szkic swojego nowego urzadzenia (patrz
rysunek). Byla to 0§ z wiatraczkiem po jednej stronie, zebatka i zapadka po
drugiej stronie i ze szpulka z nitka poérodku.

Czasteczki powietrza uderzaja bez przerwy w lopatki wiatraczka. Wiatraczek,
jak i pozostala cze$é¢ urzadzenia, ma bardzo male rozmiary. Losowe fluktuacje
powoduja, ze czasem wiecej czasteczek uderzy w topatki z jednej strony niz

z drugiej. Jest to sytuacja analogiczna do ruchéw Browna czasteczki zawiesiny
uderzanej przypadkowo przez czasteczki otaczajacej ja cieczy. Bez zapadki,

w réznych chwilach czasu wiatraczek obracalby sie w rézne strony. Zapadka
umozliwia ruch tylko w jedna strone. W wyniku tej asymetrii szpulka z nitka
bedzie w stanie podnosi¢ mikroskopijne cigzary. Urzadzenie moje — podsumowatl
Fizyk — przeksztalca nieukierunkowane fluktuacje na ruch w jednym wybranym
kierunku. Uzyskujemy prace kosztem fluktuacji, mamy wiec darmowe zrédto
energii. I to urzadzenie moze byé¢ Twoje, oczywiscie za pewna oplata. Tym
razem bylem czujniejszy. Rozumiatem juz po spotkaniu z Matematykiem, ze
zlozenie dwéch losowych dynamik, dla ktorych stan uktadu érednio sie nie
zmienia, moze doprowadzi¢ do ruchu w jednym kierunku. Zapadka jednak,
podobnie jak wiatraczek, poddana jest takim samym uderzeniom otaczajacych
ja czasteczek, wykonuje analogiczne ruchy Browna i w zwiazku z tym od

czasu do czasu podnosi sie przypadkowo i pozwala opas¢ ciezarkowi. W efekcie
Srednie przesuniecie ciezarka jest zerowe — sama asymetria zapadki nie
wystarcza. Jezeli natomiast temperatura powietrza wokét zapadki bytaby
mniejsza od temperatury powietrza wokol wiatraczka (tak jak rézne byly
prawdopodobienstwa wyrzucenia orla dla réznych monet), to fluktuacje zapadki
bytyby mniejsze od fluktuacji wiatraczka i urzadzenie Fizyka wykonywatoby
rzeczywiscie prace kosztem energii pobranej z otoczenia cieplejszego, oddajac
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jej cze$¢ do otoczenia zimniejszego. Jest to przyklad silnika Browna. Niestety,
musielibyémy jeszcze utrzymywaé powietrze wokét wiatraczka i zapadki

w stalych temperaturach, a to, oczywiscie, dodatkowo kosztuje. Jeszcze jedna
préba zbudowania perpetuum mobile (II rodzaju) okazala sie bezowocna. Wizja
szybkiego wzbogacenia znacznie sie oddalila.

Wieczorem rozmawiatem ze znajomym Biologiem. Opowiedzialem mu o swoich
porannych matematyczno-fizycznych do$wiadczeniach. Biolog zasugerowal, ze
by¢ moze Natura znalazta sposob, aby wykorzysta¢ mikroskopowe fluktuacje
ruchéw czasteczek w komérkach i zamieni¢ energie wyzwalana w reakcjach
biochemicznych na transport uzytecznych sktadnikéw komérkowych. Byé

moze molekularne motory komérkowe dzialaja podobnie do silnikéw Browna.
Na szczescie Biolog nie chcial mi ich sprzedawaé. ZajeliSmy sie spozywaniem

e

roznych smakowitosci, czyli przetwarzaniem dan szefa kuchni na proste zwigzki
organiczne, czego i Wam wszystkim zycze.

7 pozdrowieniami, Jacek MIEKISZ , matematyk fizyczno-biologiczny,
Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki UW

drzewek z sze$cioma wierzchotkami jest 6

Post Scriptum 1

Krétki kurs lancuchéw Markowa

W naszej grze mamy do czynienia z uktadem, ktory moze znajdowaé sie

w trzech stanach: 0,1 lub 2, odpowiadajacych reszcie przy dzieleniu kapitalu
Matematyka przez 3. Prawdopodobienstwa przejs¢ pomiedzy tymi stanami,
pij; 4,5 = 0,1,2, dla drugiej gry wynosza odpowiednio: pgg = p11 = p22 = 0,
po1 = 0,1, po2 = 0,9, p12 = 0,75, p1o = 0,25, pao = 0,75, pa1 = 0,25.

Prawdopodobienstwo tego, ze w chwili ¢ + 1 bedziemy w stanie i, zalezy tylko
od tego, w jakim stanie byliSmy w chwili ¢. Jest to tak zwana wtasno$é¢ Markowa
braku pamieci, ktérg krétko mozna scharakteryzowaé tak: przysztosé nie zalezy
od przesztosci, pod warunkiem ze znana jest terazniejszo$é. Niech w! bedzie
prawdopodobienistwem znalezienia si¢ uktadu w stanie ¢ w chwili ¢. Wtedy
ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite uzyskujemy
ﬂf“ = pomé + pumt +pomh;  i=0,1,2.

Powyzsza ewolucja naszego uktadu jest przykladem tancucha Markowa.
Zauwazmy, ze 7z kazdego stanu mozemy przejsé, w skonczonej liczbie krokow,
do kazdego innego stanu. Dla takich tancuchow, w miare uptywu czasu,
czestotliwosdci odwiedzania poszczegdlnych stanéw ukladu daza do pewnych
warto$ci niezaleznych od stanu poczatkowego. W naszym przypadku te
graniczne czestotliwosci spelniaja nastepujacy uktad réwnan liniowych:

w9 = 0,251 40,7579

T = 0,171’0 + 0,257‘1’2

Ty = 0,971'0 + 0,757‘1’1
Uktad ten ma, oczywiscie, nieskoniczenie wiele rozwiazan, ale tylko jedno
rozwiazanie,

7'(():5/137 1 :2/13, 7T'2:6/137
spelnia warunek
T+ T +me=1

i daje nam czestotliwosci odwiedzania standéw naszego uktadu. W szczegdlnosci,
i kapital Matematyka jest podzielny przez 3 érednio w 5/13 wszystkich rzutéw.

Rozwigzanie zadania M 1152. Post Scriptum 2

Podnosimy stronami do kwadratu dane
nieréwnosci, po czym dodajemy je Idea urzadzenia wykorzystujacego ruchy Browna do wykonania uzytecznej
stronami. W efekcie uzyskujemy . .
P pracy zostala po raz pierwszy przedyskutowana w 1912 roku przez Mariana
a® +b° + c¢” + 2ab + 2bc + 2ca < 0, S . .. .
moluchowskiego, a potem rozwinieta przez Richarda Feynmana (Feynmana

skad N Wyktady z Fizyki, Tom 1, Czesé 2, Rozdzial 46).
(a+b+4+¢)” <0.

A zatem Paradoksalne gry hazardowe zostaly zaproponowane w 1996 roku przez Juana
a+b+c=0. Parrondo w nieopublikowanym artykule ,How to cheat a bad mathematician”.
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