Calka Lebesgue’a musi odej$¢? Rafal SZTENCEL™
— Alez prosze pana, nie ma czegos takiego, jak £(s)
przecietny czas operacji. I

Serial ,Na dobre i na zte”, odc. 197 (12 XII 2004) '

Wyglada na to, ze scenarzysci (lub konsultanci) serialu,
wkladajac w usta siostry Marty to stwierdzenie, zdawali

sobie sprawe, ze wartos¢ oczekiwana moze nie istniec.

Wracamy do wzoru z poprzedniego odcinka:
(%) EX = [T P(X > t)dt,
gdzie X jest nieujemng zmienna losowa. Pozbedziemy
sie tego ograniczenia.
Niech X bedzie dowolng zmienna losows,
o dystrybuancie F'. Definiujemy jej czes¢ dodatnia
i ujemna:

Xt =max(X,0), X =max(—X,0)=
Jasne jest, ze tak okreslone zmienne losowe sa
nieujemne, ponadto

X=X"—-X", [X|=X"T+X".
Jeslit > 0, to
PXT>t)=P(X >t), P(X >t)=P(X < —t).
Na mocy wzoru (k) mamy:
EX=B(Xt-X")=EXt -EX~ =
= [T P(X >t fo (X < —t)dt =

)dt
= [ P(X > t)dt + [° PX<t)dt
= ;7 P( X>t)dt+f P(X < t)dt =
= [~ F@)dt + [° F(t)dt.
By¢ moze komentarza Wymaga rownosé

f P(X < t)dt = f P(X < t)dt.

Czytelnik zechce sie zastanowm dlaczego réznica
powyzszych catek, czyli f P(X = t)dt jest zerem.
Swoja droga, to bardzo Wygodne bo na przyktad
wzér (*) mozna pamietaé tylko z grubsza.

Udowodnione wlaénie uogolnienie tego wzoru
zilustrujemy na rysunku.
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A teraz zamienimy rolami osie uktadu wspélrzednych.

Wykres dystrybuanty F zostanie wowczas

przeksztalcony przez symetrie wzgledem prostej

o rownaniu y = x. Otrzymana krzywa nie zawsze

jest wykresem funkcji, czemu tatwo w razie

potrzeby zaradzi¢ — rysunek pokazuje, ze wystarczy

usunaé pionowe kreski (powstale z przedzialéw

stalosci dystrybuanty), a luki (powstale ze skokéw

dystrybuanty) Wypelnié poziomymi kreskami. Okazuje

sie wtedy, ze EX = fo s)ds, gdzie f jest (z grubsza)
funkcja odwrotnag do dystrybuanty F.

t

17

—min(X,0).

Istnieje Scisty przepis na f:

f(s) =sup{u: F(u) < s}, se(0,1).
7 wtlasnodci dystrybuanty tatwo wynika, ze f jest
dobrze okreslona, bowiem zbiér Ay = {u: F(u) < s}
jest przedzialem otwartym postaci (—oo, t), gdzie
oczywiscie f(s) =t. Moze wygodniej stwierdzi¢, ze
zbiér A, = {u: F(u) > s} jest domkniety: wynika to
z prawostronnej ciaglosci F. Niech ¢ = inf A’ Jesli
Fup) =2 s, up 2t,n=12..., u, —t, to F(t) > s.
Dlatego t € A..

Funkcja f jest okreslona na odcinku (0,1). Jesli za
prawdopodobienstwo P uznamy miare Lebesgue’a A
na tym odcinku, to f stanie si¢ zmienng losowa. Jaka
jest dystrybuanta f? Zobaczmy.

Mamy cigg rownowaznosci:

t> f(s)=tzsupAs=t & A, =s < F(t).
Wobec tego

P(f(s) <t) = A0, F(t)) = F(t).

7 przeprowadzonego powyzej rozumowania wynikaja
zapewne rozmaite wnioski — praktyczne i teoretyczne.
Praktyczny jest taki: dosé tatwo napisaé program,
generujacy liczby losowe o rozktadzie jednostajnym
na przedziale (0,1). Jesli chcemy mie¢ liczby losowe
o rozkladzie wyznaczonym przez dystrybuante F,
wystarczy skonstruowaé uogélniona funkcje odwrotna
do f (moze Czytelnicy zorientowali sie, ze f(s) jest jej
s-tym kwantylem).

A teoretyczny? Wartosé oczekiwang dowolnej zmiennej
losowej umiemy obliczy¢, catkujac do$¢ regularna, bo
niemalejaca i lewostronnie ciggla funkcje f. Do tego
celu nie potrzeba wcale miary i calki Lebesgue’a.

A prawdopodobienstwo na (0,1)? Ostatecznie

mozna powiedzie¢ pare stow o prawdopodobienstwie
geometrycznym i wystarczy. Czy studenci, ktorych
celem jest uzyskanie licencjatu, naprawde musza
zapoznawac sie z tak trudna teoria? O tym za miesiac.
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