mniejszej od, powiedzmy, 0,01. Jezeli wspotczynnikow

o wartosciach powyzej 0,01 jest stosunkowo niewiele,
uzyskaliémy efekt bardzo istotny dla efektywnej
kompresji sygnatu lub obrazu: przedstawienie

funkcji przez wiele wspotczynnikow zastapiliSmy
przedstawieniem funkcji o stosunkowo niewielkiej liczbie
wspotczynnikéw, jedynie nieznacznie zmieniajac sygnat
poczatkowy (funkcje).

W 1984 Jean Morlet, geofizyk francuski i autor
prototypu wspélczesnych falek, uzywat uktadow
powstajacych przez rozciagniecia i przesuniecia pewnej
funkcji, gesciejszych niz we wspoélczesnych falkach.
Dzieki temu, choé funkcja startowa nie byla falka,
rozwiniecie sygnalu w zwiazanym z nia ukladzie
rozciggnie¢ i przesunie¢ wciaz dobrze aproksymowalo
sygnal wyjsciowy. Jego metoda wykrywania warstw
tektonicznych przez przetwarzanie sygnatu sejsmicznego
polegala na przyporzadkowaniu w konkretny sposéb
ciagglej funkcji interpolujacej ten sygnal, a nastepnie
detekcji nieciagtosci jej pochodnych. W miejscach
nieciaglosci pochodnych niektore wspdlczynniki
rozwiniecia, szczegélnie dla wysokich ,$ciagnie¢”, byly
spore. Odpowiadajace im punkty stanowity lokalizatory
przejscia z warstwy do warstwy. Pomimo, ze taka
metoda detekcji jest odporna na zaklécenia, Morlet nie
potrafit przekonaé¢ swoich kolegéw, ze moze ona mieé¢
szerokie zastosowania. Na szczescie, jego wspolpraca

Wiedzieé, nie znajac

Zbior liczb rzeczywistych jest na tyle bogaty i réznorodny, ze mozna go
rozkladaé na rézne sposoby wedle gustu. W szczegdlnos$ci mozna liczby
rzeczywiste dzieli¢ na algebraiczne i przestepne. Liczba algebraiczna to taka,
ktéra jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspétczynnikach wymiernych
(lub, réwnowaznie, catkowitych), przestepna to taka, ktéra nie jest. Latwo
zauwazy¢, ze liczba algebraiczna moze byé niewymierna, jak np. v/2, spelniajaca
réwnanie 22 — 2 = 0, natomiast liczba przestepna nie moze nie byé niewymierna,
poniewaz kazda liczba wymierna a speilnia rownanie x — a = 0. Tak wiec zbiér
liczb algebraicznych zawiera zbior wszystkich liczb wymiernych i jeszcze co$
wiecej. Jak bardzo wiecej?

Rozwigzanie zadania F 675.

Sity dziatajace na akrobate: cigzkosci
mg, tarcia T oraz reakcji podtoza \4
przedstawione sg na rysunku:

Zgodnie z warunkiem zadania akrobata
porusza si¢ ze stalg predkoscia, zatem
suma sit na niego dzialajacych jest réwna
zeru, co rozpisane na kierunki: styczny
do powierzchni oraz prostopadtly daje:

mgsina —T =0,

N —mgcosa = 0.

z A. Grossmannem, I. Daubechies i Y. Meyerem
nadata tej historii inny bieg. Y. Meyer skonstruowat
pierwszg falke, ktéra jest nieskonczenie wiele razy
rozniczkowalna, choé¢ poczatkowo sadzono, ze jest to
niemozliwe. Nastepnie I. Daubechies skonstruowata
klase przyktadéw falek o dowolnie wielu pochodnych
cigglych, ale r6znych od zera jedynie na pewnym
skonczonym odcinku.

Wspomniane zastosowania legly u podstaw
zainteresowania falkami. W 1992 algorytm oparty

na falkach zostal wybrany i wdrozony przez FBI

do efektywnej i zachowujacej istotne szczegdly kompresji
bazy danych z odciskami palcéw (2000 terabajtéw
danych). Metody oparte na falkach znalazly sie réwniez
jako jeden z wariantéw kodowania w standardzie
transmisji sygnalu audiowizualnego o wysokim stopniu
kompresji MPEG—4 i staly sie podstawa kompresji

zdje¢ w formacie JPEG2000. Wspélczesnie wykorzystuje
sie falki w analizie szeregéw czasowych, iteracyjnym
rozwigzywaniu rownan roézniczkowych czastkowych
opisujacych np. rozchodzenie sie ciepta lub naprezen
czy badaniu fal mézgowych. W MATLABie funkcja

dwt oferuje obliczenie wspolczynnikow sygnatu

w uktadzie falkowym, a wiele ze wspotczesnych
procesoréw do przetwarzania dzwicku (DSP)

zawiera transformate falkowa jako niemal standardowa
komende.

Wiktor BARTOL*

Znalezienie liczby przestepnej okazalo si¢ zadaniem wcale nietatwym. W 1844
roku Joseph Liouville podal pierwsze przyktady, a nawet nieskoniczenie

wiele, korzystajac przy tym z ulamkéw tancuchowych. Nieco pézniej wskazal
pierwsza liczbe przestepna o znanym rozwinieciu dziesietnym: to liczba

> 10~™ = 0,11000100000000000000000100 . . ., ktéra ma 1 na miejscu

o numerze postaci n! i 0 na pozostaltych. W 1873 r. Charles Hermite udowodnit
przestepnosé podstawy logarytmu naturalnego, czyli liczby e. Korzystajac z tego
wyniku, Carl L. F. von Lindemann wykazal w 1882 roku, ze przestepna jest
takze liczba w. Wynik sam w sobie ciekawy i pozyteczny, bo wynika z niego
nierozwigzalno$¢ problemu kwadratury kota — lecz juz nieistotny z punktu

Poniewas sila tarcia T nie przekracza N, Widzenia pytania o wielkos¢ zbioru liczb algebraicznych czy zbioru liczb

wiec réwnania te daja

ag = arctg u.

*Instytut Matematyki Uniwersytetu
Warszawskiego
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przestepnych. Powodem bylo jedno z pigkniejszych twierdzen wspolczesnej
matematyki, opublikowane w 1874 roku przez Georga Cantora.

Cantor wprowadzil do matematyki aparature, ktéra pozwala mierzy¢
i porownywaé wielkosci zboréw nieskonczonych. Zbior jest przeliczalny, jesli



Rozwigzanie zadania M 1144.
Niech K bedzie punktem przeciecia
prostych AC i EF.

D C

Tréjkaty AEC i AEQ maja réwne

pola, gdyz maja wspdlng podstawe

AE, a wysokoéci opuszczone na te
podstawe sa réwne. Stad otrzymujemy
[ECK] = [AKQ)], gdzie [F| oznacza pole
figury F.

Analogicznie dowodzimy, ze
[FKC] = [AKP]. Dodajac stronami
uzyskane réwnosci otrzymujemy teze.

Rozwigzanie zadania M 1145.
Wybierzmy dowolny punkt A sposréd
danych punktéw oraz oznaczmy przez

C zbiér tych punktéw, do ktérych

mozna dotrzeé¢ z punktu A poruszajac

sie¢ po odcinkach koloru czerwonego.

(W szczegdlnodci przyjmujemy, ze A € C.)
Jedli w zbiorze C znajduja sie wszystkie
dane punkty, to z kazdego danego punktu
mozna dotrzeé¢ do kazdego innego punktu
poruszajac si¢ po odcinkach czerwonych.

Przyjmijmy wiec, ze istnieje niepusty
zbiér D takich punktéw, do ktérych nie
mozna dotrzeé¢ z punktu A poruszajac sie
po odcinkach czerwonych. Wtedy kazdy
punkt zbioru D jest polaczony z kazdym
punktem zbioru C odcinkiem niebieskim.
Zatem kazde dwa punkty sa polaczone
odcinkiem niebieskim lub tamang zlozong
z dokladnie dwéch odcinkéw niebieskich.

jest skoniczony lub jego elementy mozna postawi¢ we wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniosci z elementami zbioru liczb naturalnych N. Jesli tak nie jest, zbior
nazywamy nieprzeliczalnym. Te ostatnie zbiory mozna dalej réznicowaé pod
wzgledem wielkodci (albo mocy, jak méwia matematycy), lecz tutaj nie bedzie
to potrzebne.

Otéz Cantor wykazal, ze zbiorami przeliczalnymi sg, oprécz samego zbioru N,
m.in. zbiér wszystkich liczb catkowitych, zbiér wszystkich liczb wymiernych,
a takze zbior wszystkich liczb algebraicznych. Pierwszym krokiem w dowodzie
tego ostatniego twierdzenia jest zauwazenie, ze zbiér wszystkich wielomiandw
o wspotczynnikach wymiernych jest przeliczalny. Wielomian mozemy utozsamié¢
ze skonczonym ciggiem jego wspélczynnikéw, a zbiér wszystkich skonczonych
ciagbéw o wyrazach ze zbioru przeliczalnego jest przeliczalny. Dalej, kazdy
wielomian (wiec takze o wspdlezynnikach wymiernych) ma skoficzenie wiele
pierwiastkow, zatem wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalnie wiele,
poniewaz suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.

Jak jest ze zbiorem liczb przestepnych? Zacznijmy od stwierdzenia, ze zbiér R
wszystkich liczb rzeczywistych przeliczalny nie jest. Juz w przedziale (0, 1)
liczb rzeczywistych jest za duzo, by mozna byto je ustawi¢ w odpowiedniosci
z liczbami naturalnymi: dla kazdego ciagu takich liczb znajdzie sig¢ liczba
rzeczywista w (0, 1), ktéra do danego ciagu nie nalezy. Istotnie, niech
(a1, a9, ...) bedzie takim ciggiem liczb zapisanych w postaci rozwiniecia
dziesigtnego:

a1 = 0,a11a12013 . ..

az = 0, az1a22023 . ..

az = 0,a31a32a33 . ..

Przyjmijmy przy tym, ze kazda liczbe zapisalidmy tak, ze w jej rozwinieciu jest
nieskonczenie wiele cyfr niezerowych. Na przyklad, zamiast 0,1000. . . piszemy
0,0(9), bo to przeciez to samo. To zapewni jednoznaczno$é¢ zapisu liczb: liczby
rozniace sie cho¢by na jednym miejscu po przecinku sa rézne.

Utwérzmy teraz liczbe b = 0,b1b2bs . . ., okreslajac jej rozwiniecie dziesigtne
w sposéb nastepujacy:
bn{2 gdy ann =3
3 gdy anp #3°
Dla kazdego n € N liczba b r6zni si¢ od liczby a, na n-tym miejscu po przecinku,
zatem jest r6zna od kazdej liczby w ciagu.

Jesli ze zbioru nieprzeliczalnego A wyjmiemy jego przeliczalny podzbior B, to
pozostaly zbiér A\ B bedzie wciaz nieprzeliczalny. Gdyby mialo by¢ inaczej,

to zbiér A, jako suma dwdch zbioréw przeliczalnych B i A\ B, tez bylby
przeliczalny wbrew zalozeniu. W szczegdlnodci, jesli ze zbioru R wyjmiemy zbior
wszystkich liczb algebraicznych (przeliczalny), zostaniemy ze zbiorem wszystkich
liczb przestepnych, ktéry w ten sposéb okazuje sie by¢ zbiorem nieprzeliczalnym!
Inaczej méwiac, zbior liczb przestepnych jest na tyle wiekszy od zbioru liczb
algebraicznych, ze nie da sie nawet tymi ostatnimi ponumerowaé (bo wtedy
dalby sie ponumerowaé réwniez liczbami naturalnymi).

W ten blyskotliwy sposéb zostala rozstrzygnieta kwestia wystepowania liczb
przestepnych wérdd liczb rzeczywistych. Co, rzecz jasna, nie odbiera uroku
dalszym poszukiwaniom interesujacych przyktadow takich liczb. Wiadomo,
na przyktad, ze jesli a jest liczba algebraiczna i 0 # a # 1 oraz b jest liczba
algebraiczng niewymierna, to a® jest liczba przestepna (a wiec np. 2‘/5).
Wiadomo, ze liczba przestepna jest €™, ale nie wiadomo, ktéra z liczb e® i 7
jest przestepna, cho¢ co najmniej jedna z nich jest. Wiele jeszcze pozostato
do zrobienia. . .
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