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Pie¢ w jednym

Liczby zespolone, cho¢ od ich odkrycia minglo juz kilka wiekéw, wciaz

robia niezla kariere w wielu dziedzinach matematyki. Ich gléwna zaleta jest
dostarczanie szerszego spojrzenia na badane zagadnienie. Wystarczy choéby
wspomnieé¢ Zasadnicze Twierdzenie Algebry, méwiace o tym, ze kazdy wielomian
o wspolczynnikach rzeczywistych ma pierwiastek zespolony.

Tak jak liczby rzeczywiste utozsamiamy z prosta z wyréznionymi punktami

01i 1, tak liczby zespolone mozemy traktowaé jako punkty plaszczyzny takze

z wyrdéznionymi punktami 0 i 1. Suma punktéw A i B jest wyznaczona przez
koniec wektora 04 + 0B. W celu pomnozenia tych dwoch punktéw mierzymy
katy (zwane tez argumentami) pomiedzy wektorem 01, a 0A4i0B. Nazwijmy je
odpowiednio « i (. Iloczyn definiujemy jako punkt na polprostej wychodzacej

z 0 i tworzacej z wektorem 01 kat a + § oraz lezacy w odlegloéci [0A] - [0B] od 0.
Zamiast o punktach mozemy mysle¢ o liczbach zespolonych jako o wektorach
zaczepionych w 0. Czesto stosuje sie zamiennie te podejscia. Zauwazmy ponadto,
ze na plaszczyznie istnieja doktadnie dwa punkty, ktére w drugiej potedze daja
—1. Oba leza na prostej prostopadlej do 01 i maja dlugosé 1. Po wybraniu
jednego z nich, nazwijmy go i, kazdg liczbe zespolona mozemy jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci x - 01 + y - 0z dla pewnych x,y € R (jest to réwnowazne

z wprowadzeniem prostokatnego ukladu wspélrzednych na plaszczyznie).
Uzywajac takiego zapisu liczb zespolonych, bedziemy pomijaé 01 i zamiast 0:
pisaé¢ po prostu .

Na liczby zespolone mozemy rozszerza¢ w sposob ciagly dobrze znane funkcje
rzeczywiste. Najprosciej jest z wielomianami, poniewaz do obliczenia wartosci
takiej funkcji w danym punkcie wystarczy wykonaé skonczenie wiele dodawan

i mnozen, a te juz umiemy wykonaé. A co z funkcjg e*? Przypomnijmy
najpierw, jak ja definiujemy dla liczb rzeczywistych. Jedna z mozliwych
definicji jest taka: przez e” oznaczamy granice ciagu a, = (14 £)". Naturalnym
pomyslem jest wiec sprobowanie okreslenia e* jako lim, 4 (1 4 Z)™. Granice
ciagu liczb zespolonych definiujemy podobnie jak dla ciagdw liczb rzeczywistych
— warto$é¢ bezwzgledna zastepujemy odlegloécia punktow na plaszczyznie.
Okazuje sie, ze tak otrzymana funkcja jest catkiem porzadna. Oprécz ciaglosci,
zachowala tez wlasno$é funkcji wykladniczych: e®t - e*2 = #1722,

7 podanej definicji nie widaé¢, co tak naprawde e* robi z wektorami. Aby sie

tego dowiedzie¢, wystarczy umiejetno$é obliczania granic ciagéw o wyrazach

rzeczywistych. Zatem do dzieta. Jezeli z = x + iy, to wektor odpowiadajacy

(14 2) ma dlugosé I, = /(1 + 2)% + (£)2, a sinus kata 6, pomiedzy 01, a tym
y

n
-
n .
oraz lim, o nf, = y. Oznacza to, ze e+ jest koficem wektora o dlugosci e*

i argumencie y. W szczegdlnosci rozpatrywana funkcja jest okresowa z okresem
2mi 1 nigdzie si¢ nie zeruje. Pomézmy jeszcze wyobrazni i przekonajmy sie, co
jest obrazem prostych. Proste rownolegte do 01 (y = const) sa przeksztalcane
na poélproste wychodzace z zera (choé¢ go nie zawierajace) pod katem y do 01.
Proste prostopadte do 01 (x = const) ,nawijaja sie” na okregi o rodku

w punkcie 0 i promieniu e”. Pomdc moze takze spojrzenie na rysunek

na marginesie, obrazujacy funkcje e* na fragmencie ptaszczyzny.

wektorem to Nietrudnym ¢wiczeniem jest wyliczenie lim, 4o IJ' = €*

Na deser, obliczmy, ile wynosi e’™. Liczba ta odpowiada wektorowi dlugoéci e°,

ktéry tworzy z 01 kat 7. Zatem jest to liczba rzeczywista rowna —1. Rezultat
ten przewaznie zapisuje sie w troche innej postaci, a otrzymang réownos¢ nazywa
sie tozsamos$cig Eulera: _
e +1=0.

Wzor ten, wiazacy w nieoczekiwany sposob pieé¢ stalych matematycznych
odkrywanych na przestrzeni wiekoéw, uchodzi za najpiekniejszy wzor
matematyki. Tytul taki przyznali mu w 1988 czytelnicy czasopisma
The Mathematical Intelligencer. Bez watpienia, jeszcze przez ditugi czas bedzie
on zrédlem fascynacji kolejnych pokolen mito$nikéw matematyki.
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