Maia deld

Policz i1 oblicz

Wez kartke w kratke i zamaluj kilka pél na czarno w ten sposéb, by
powstalta liczba od 8 do 11, na przyktad:
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Policz, ile razy w Twoim rysunku wystepuje kazdy z nastepujacych

uktadéw zamalowanych pol:
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A teraz oblicz warto$¢ 9+ A - B —C.

Na przyktad, dla kolejnych liczb z rysunku przyktadowego wychodzi:
pierwsza 0semka: 9+3-0—-4=28
druga 6semka: 94+3-4-0=38
pierwsza dziewigtka: 9+1—-0—-1=9
druga dziewiatka: 9+3-3-0=9
pierwsza dziesiatka: 9+3—-2-0=10
druga dziesiatka: 942-0-1=10
pierwsza jedenastka: 9+2—-0—-0=11
druga jedenastka: 9+42-0-0=11

Jesli sam napiszesz liczbe (od 8 do 11) troche inaczej niz
na przyktadowych obrazkach, to réwniez wynikiem powinna byé¢ napisana
przez Ciebie liczba. Dlaczego?

Podobna sztuczke mozna rowniez wykonaé, nie uzywajac kartki w kratke.
Na rysunku powyzej widzimy 6semke. Jest tam n = 10 punktéw
(wierzchotkéw) potaczonych m = 16 liniami (krawedziami). Sposréd
powstalych obszaréw (Scian) f =5 jest wypelnionych. Po dodaniu

9+ n+ f — m otrzymujemy 8. Analogicznie, dla dziewigtki mamy

9+n+f-m=94+124+6-18=9.
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Dla jedenastki zrobionej z dwéch patyczkéw (bez zadnych wypelionych
obszaréw) mamy 9+ 4+ 0 — 2 = 11. Po wykonaniu tego obliczenia dla
jednej z naszych liczb (od 8 do 11) podzielonej na obszary w inny sposéb
réwniez w wyniku otrzymamy nia sama. (Jedna uwaga: zaznaczane
obszary musza by¢ takie, ze nie mozna poprowadzi¢ przez nie krawedzi

w ten sposéb, by obszar nie rozpadt! si¢ na dwa mniejsze. Inaczej méwiac,
nie moga mie¢ dziur w srodku.)

* * *

Napisz liczbe od 8 do 11. Oznacz przez X liczbe cyfr, a przez Y liczbe
dziur w cyfrach. Oblicz 9+ X — Y. Co wychodzi?

Obie powyzsze sztuczki polegaja wtaénie na obliczaniu 9+ X — Y.

W przypadku tej drugiej dosé tatwo to udowodni¢. Najprostszym

mozliwym rysunkiem jest rysunek pusty, dla ktérego
n=m=f=X=Y=0, czyi X-Y=n+f-m.

Bardziej skomplikowane rysunki otrzymujemy przez dodanie nowego

wierzchotka (n 1 X zwiekszaja sie o 1), albo dodanie nowej krawedzi

(m zwigksza si¢ o 1; jesli dwa potaczone wierzchotki byly juz polaczone

w inny sposéb, to tworzy sie nowa dziura, w przeciwnym przypadku

X zmniejsza sie o 1), albo dodanie nowej $ciany (f sie zwigksza,

a Y sie zmniejsza o 1). Kazda z tych operacji zachowuje réwnosé

X —Y =n+ f —m, wiec skoro zachodzita ona na poczatku, to bedzie

rowniez zachodzita na koncu.

Pierwsza sztuczka opiera si¢ na tym samym. Zamiast obliczaé¢ uktady
A, B, C pokazane wyzej, mozna tez obliczaé
9+ N+ F — My — My — M3 — My,

gdzie N, F, M; oznaczaja, ile razy na naszym rysunku wystepuja
nastepujace uktady:
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Po zastanowieniu mozna zauwazy¢, ze N to w zasadzie liczba
wierzchotkéw, F' — liczba $cian, a M; to liczba krawedzi idacych
w jednym z kierunkéw. Pokazanie, ze oba wzory licza w zasadzie to samo,
zostawiamy Czytelnikowi.

Wartosé

X-Y=n+f-m
dla danego rysunku nazywamy jego charakterystykq Eulera; jest ona
waznym niezmiennikiem topologicznym, czyli wielkoScia niezmieniajaca
sie przy tzw. homeomorfizmach (intuicyjnie méwiac — przeksztalceniach,
ktére moga zmieniaé ksztalt i wielkos¢, ale nic nie rozrywaja ani nie
sklejaja). Mozna ja policzyé nie tylko dla obszaréw na plaszczyznie —
na przyktad, dla dowolnego wielo$cianu wypuklego jesli n jest liczba
wierzchotkéw, m — liczba krawedzi, f — liczba Scian, to zachodzi tadny
wzor

n+ f=24+m.

Dzieje si¢ tak dlatego, ze charakterystyka Eulera sfery (topologicznie
réwnowaznej z powierzchnia wielo$cianu) jest 2. Charakterystyka Eulera
jest okreslona réwniez w podobny sposéb dla obiektéw majacych wiecej
wymiaréw niz 2.

Malg Delte przygotowal Eryk KOPCZYNSKI
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