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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwigzan:

30 XI 2006
wssgiis

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

H Zadania z fizyki nr 422, 423
Redagugje Jerzy B. BROJAN

422. Na niewazkim sznurku o dlugosci [ = 1 m wisi ciezarek o masie m = 100g.
Wieje wiatr, ktory na kazdy odcinek sznurka o dlugosci ds dziata poziomo

skierowana sila o wartosci dF = f ds, gdzie f = 0,8 N/m. O ile odchyla sie

ciezarek pod wplywem wiatru? Pytanie dotyczy poziomej sktadowej przesuniecia
w stanie rownowagi.

Rys. 1 423. Cigzarek zawieszono na sprezynie z drutu metalowego, ktora jest czedcia
obwodu elektrycznego pradu stalego (rys. 1). Czy natezenie pradu w obwodzie

Rys. 2

418. Przez miedziany przewéd o promieniu przekroju r plynie prad
elektryczny, powodujac jego nagrzewanie sie. Pewien odcinek tego
przewodu jest otoczony cienka warstwa izolacji o wspdélczynniku
przewodnictwa cieplnego A. Dany jest tez wspélczynnik przenoszenia
ciepta z powierzchni do otaczajacego powietrza, réwny . Jaki
warunek muszg spelniaé¢ te parametry, aby temperatura drutu

w przewodzie izolowanym byla nizsza, niz w nieizolowanym?

Definicje wspétczynnikéw A i k — patrz Delta 5/2006.

418. Rozwazmy odcinek przewodu o dtugosci [, pokryty
izolacja o gruboéci dr. W stanie stacjonarnym obowiazuja
réwnania
Q@ _\hL-T Q
2mrldt dr 27 (r + dr)ldt)
gdzie T5 jest temperatura zewnetrznej powierzchni izolacji.
Po wyeliminowaniu 7% znajdujemy temperature drutu

= K/(TQ - T3)
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Warunkiem obnizenia temperatury drutu jest A\ > kr.

419. Zmiana ci$nienia atmosferycznego na wysokosci
1,7m jest bardzo mala, a przy ustalonym ci$nieniu gestosé

powietrza jest odwrotnie proporcjonalna do temperatury.

A AT
Stad (pomijajac znaki przyrostéw) 2p _ - Zgodnie

z podang wskazowka wspotczynnik zalamania powietrza n
zalezy od gestosci wg wzoru n = 1+ kp, czyli
_Ap AT

(n—1)=—7(n-1).
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pozostanie stale, gdy wprawimy ciezarek w drgania pionowe? Jedli nie, to
w ktérych momentach bedzie ono najwieksze, a w ktérych najmniejsze?
Wystarczy odpowiedz jakoSciowa, dla niewielkiej amplitudy drgan.
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2006

Przypominamy tresé zadan:

419. Oczy czlowieka sg na wysokosci 1,7 m nad plaska, pozioma

powierzchnig ziemi (np. pasem startowym na lotnisku), a temperatura

na wysokoéci oczu jest o 3° C nizsza, niz przy ziemi. W jakim zakresie

odlegtosci cztowiek moze widzie¢ powierzchnie ziemi? Wystarczy ocena

przyblizona.

Dany jest bezwzgledny wspélczynnik zalamania powietrza

w normalnych warunkach, réwny 1,00029. Nalezy przyjaé, ze réznica

miedzy tym wspoélczynnikiem a jedno$cia jest proporcjonalna

do gestosci powietrza, a zalezno$é temperatury od wysokosci jest

liniowa.

Po podstawieniu AT = 3K, T' = 273 K (doktadna

warto$é T nie jest bardzo istotna) i n = 1,00029 daje to

An = 3,2-1075. W przyblizeniu liniowym mozemy teraz

podaé zaleznos¢ n od wysokosci h nad ziemia: jest ona

opisana wzorem n = ng + kh, gdzie ng jest wspétczynnikiem

zalamania przy powierzchni ziemi, a wspétczynnik x wynosi
3,2-107°/(1,7m) =1,9-10 °m™".

Ograniczenie zasiegu widzenia pochodzi od catkowitego

wewnetrznego odbicia od cieplejszych warstw powietrza.

Wedtug prawa zatamania iloczyn wspétczynnika zatamania

i sinusa kata odchylenia promienia od pionu pozostaje

staly, a poniewaz promien o maksymalnym zasiggu wybiega

z powierzchni ziemi stycznie (rys. 2), wiec dla niego

sin @ = no/n. Podstawiajac wyzej podany wzér n = no + kh

otrzymujemy sin o =~ 1 — xkh. Oznaczmy kat nachylenia

promienia do poziomu przez 3; poniewaz jest on maly, wiec

B~ sinf =cosa = 1/1—sin® a &~ V2kh, a z drugiej strony

B =~ tg 3 = dh/dz. Rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

dh/dz = V2kh jest funkcja

Dla h = 1,7m zasieg = wynosi 1340 m.
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2006

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
513 (WT = 1,51) i 514 (WT = 1,96)
z numeru 1/2006

Adam Dzedzej — Gdansk 45,38
Marian Lupiezowiec — Zerzydowice 42,55
Michatl Kieza — Warszawa 38,90
Michat Jastrzebski — Warszawa 32,79

Witamy w Klubie 44: pan Adam Dzedzej

Zadania z matematyki nr 525, 526

. . a=c*+d*
Redaguje Marcin E. KUCZMA b— 4 o2
525. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych { ¢ = €2 + a?
a, b, c,d, e ukltad réwnan d=a’+1?

e=0b%+c?

526. Ile jest par przekatnych roztacznych

w n-kacie foremnym? (Przekatne rozlaczne —
nieprzecinajace sie¢ wewnatrz wielokata i niemajace wspélnego konca.)
Zadanie 526 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

521. Dwaj gracze na przemian piszg na tablicy liczby ze zbioru {1,2,..., N} (N jest zadana
liczbg naturalng); zabronione jest napisanie liczby bedacej dzielnikiem liczby juz znajdujacej sie
na tablicy. Gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu, przegrywa. Ktéry z graczy (rozpoczynajacy czy

jego przeciwnik) ma strategi¢ zwycigska?

z numerem cztonkowskim 102.
521. Nazwijmy rozwazana gre Gn, a jej uczestnikéw —
A i B; gracz A rozpoczyna. Wykazemy, ze (niezaleznie
od N) gracz A ma strategie zwycieska. Jest to oczywiste,
gdy N = 1. Dalej zakladamy, ze N > 2.

Niech G’y oznacza gre, w ktérej uczestnicy pisza liczby

ze zbioru {2,3,..., N}, a pozostale reguly sa te same, co

w Gn. Wiadomo (patrz: Uwaga 2), ze w grze G'y ktorys

z graczy ma strategie zwycieska. Jesli ma jg rozpoczynajacy

(w G'v), to gracz A, rozpoczynajacy gre G, po prostu

stosuje te samg strategie. Po pierwszym ruchu uzycie

jedynki jest i tak zabronione, wiec uczestnicy gry Gn graja

faktycznie w gre G'y; gracz A wygrywa.

Jezeli w grze Gy strategia zwycigska nalezy do drugiego

gracza, to grajac w gre Gy zawodnik A w pierwszym

ruchu wybiera jedynke i stawia gracza B w pozycji

rozpoczynajacego gre G'y; strategie zwycieska (w Gy)

ma jego przeciwnik, czyli A — ktéry dzigki temu wygrywa

gre Gn.

Uwaga 1. To juz cale rozwigzanie. Zostato wykazane

istnienie strategii zwycieskiej dla A; nie zostatl podany

algorytm postepowania — ale tez nikt o to nie pytal. Byloby

to zadanie znacznie trudniejsze.

Uwaga 2. Napisalismy: Wiadomeo... Ze kto$ ma... Na ile

jest to jednak wiedza powszechna? Moze lepiej pokazaé

dowdd, lub przynajmniej szkic.

Typowa gra to taka, w ktérej jest zadany skonczony zbiér

stanéw (konfiguracji rekwizytéw: pionkéw na planszy,

bierek w stosach, lub — jak tutaj — liczb na tablicy) oraz

zbiér przej$é z pewnych stanéw do innych; zaktada sie

przy tym, ze kazdy ciag dozwolonych przej$¢ ma diugosé

skonczong. Dwaj gracze na przemian wykonuja ruchy od

stanu do stanu; gracz, ktéry nie moze wykonaé¢ ruchu,

przegrywa. (Rozwazane w tym zadaniu gry Gy, G’y naleza

do tej kategorii).

Mamy wiec do czynienia z grafem skonczonym, w ktérym

pewne pary wierzchotkéw (stanéw gry) sa polaczone

skierowanymi krawedziami i nie ma zamknigtych cykli

(,kazdy ciag przej$¢ ma dlugosé skonczong”). Wystarczy

wykazaé, ze da sie¢ pokolorowaé wszystkie wierzchotki takiego

grafu dwoma kolorami (zielony, czerwony) tak, by byly

spelnione nastepujace warunki:

e kazdy punkt, z ktérego nie wychodzi zadna strzatka, jest
czerwony;

e 7 kazdego punktu zielonego wychodzi co najmniej jedna
strzatka do punktu czerwonego;

e 7 kazdego punktu czerwonego wszystkie strzatki prowadzg
do punktéw zielonych.
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522. Wyznaczy¢ wszystkie piatki liczb pierwszych a, b, ¢, d, p, spelniajace réwnanie (%)2 — (ﬁ)2 =p.

Przebieg gry — to naprzemienne przechodzenie po strzatkach
od wierzchotka do wierzchotka. Gracz znajdujacy si¢

w punkcie zielonym (jesli do niego nalezy wykonanie ruchu)
ma strategie zwycieska — wystarczy, zeby stale lokowal
przeciwnika w pozycji czerwonej. Gracz znajdujacy si¢

w punkcie czerwonym, przy prawidtowej grze przeciwnika,
przegrywa.

Dowdd istnienia takiego pokolorowania biegnie przez tatwa
indukcje wzgledem liczby wierzchotkéw. Start oczywisty
(graf jednowierzchotkowy). Krok indukcyjny: mamy
dowolny skonczony graf skierowany bez cykli; usuwamy
dowolny wierzchotek, do ktérego nie dochodzi zadna
strzatka (musi taki istnied!) wraz z wychodzacymi z niego
krawedziami; pozostate punkty malujemy dwoma kolorami
zgodnie z postawionymi warunkami (zalozenie indukcyjne);
przywracamy usuniety punkt wraz z jego strzatkami i —

w zaleznosci od tego, czy cho¢ jedna z tych strzatek trafia
w punkt czerwony, czy nie — malujemy éw punkt na zielono
lub na czerwono.

Z istnienia takiego pokolorowania wynika, ze w kazdej

grze, o jakiej mowa w tej Uwadze, przy kazdym stanie
poczatkowym jeden z graczy ma strategie zwycieska.

522. Zal6zmy, ze liczby pierwsze a, b, ¢, d, p spelniaja zadane
rOwnanie

(1) a’d® — b’ = pb*d®.

Gdyby liczby b i d bylty rézne, z réwnania (1) wynikatoby,
ze bla, czyli b = a; wtedy jednak p =1 — (¢/d)? < 1,
sprzecznosé. Zatem b = d, i réwnanie wyglada tak:

(2) a® — & = pb°.

Przypu$émy, ze ¢ > 2; wowczas liczby (pierwsze) a i ¢ sg
nieparzyste, réznica ich kwadratéw dzieli si¢ przez 8, wiec
p="0=2;jednak a® —c* > (c+2)* = =4c+4 > 8.
Zatem c¢ = 2, a réwnanie (2) przepisujemy jako

(a — 2)(a + 2) = pb?. Czynniki lewej strony sa wzglednie
pierwsze, skad wniosek, ze jeden z nich dzieli sie przez bZ.
Daje to alternatywe trzech uktadéw réwnan:

a—2=1 a—2=p a—2="b

{a+2:pb2 {a+2:b2 a+2=p.
Pierwszy uktad natychmiast prowadzi do sprzecznosci. Drugi
daje réwnanie b* = p + 4, czyli p = (b — 2)(b + 2), wiec b= 3,
p=>5, a=7. Trzeci uktad implikuje réwnosci a = b* + 2,
p = b? 4 4. To maja by¢ liczby pierwsze, przy tym wieksze
od 5, wiec niepodzielne przez 3, co ma miejsce jedynie dla
liczby pierwszej b = 3. Stad a = 11, p = 13. Znalezione piatki
(a,b,¢,d,p) = (7,3,2,3,5) oraz (11, 3,2, 3,13) spelniaja
réwnanie (1) i sa jego jedynymi rozwiazaniami.



