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W tym odcinku pokazemy, jak mozna oblicza¢ warto$¢ oczekiwana zmiennej
losowej X, majac do dyspozycji jej dystrybuante F. Najpierw zatozymy dla
wygody, ze X jest nieujemna. Niech

Gt)=P(X >t)=1-F(¢).
Funkcje G nazywamy ogonem zmiennej losowe;j.

Przypus$émy, ze rozktad X jest niezwykle regularny i istnieje ciagla, ograniczona
gesto$é g. Wtedy

Gt)=P(X >t)= / g(s)ds,
¢
zatem na mocy podstawowego twierdzenia rachunku catkowego G'(t) = —g(t).

Do standardowego wzoru na wartosé¢ oczekiwana zastosujemy catkowanie przez
czescei:

EX = /0 xg(z)dx = —xG(m)}O —l—/o G(z)dz.
Ale 0- G(0) = 0, ponadto
xG(x) :z/ g(s)ds g/ sg(s)ds,

Jedli zatem E X istnieje, to catka fooo sg(s)ds jest zbiezna, wiec

zhﬁn;o oosg(s)ds =0,
a stad ’
zlin;o xG(x) = 0.
Ostatecznie
(%) EX = /OOOG(z)dos = /OOOP(X > t)dt.

Funkcja podcatkowa jest nierosnaca i prawostronnie ciagta, wobec tego ma co
najwyzej przeliczalnie wiele punktéw nieciggloéci, a to oznacza, ze na kazdym
przedziale ograniczonym jest calkowalna w sensie Riemanna. Mozna wigc
ostatecznie obliczy¢ wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej, unikajac catki
Lebesgue’a, uwazanej w pewnych kregach za trudna, o czym $wiadczytyby
ponawiane co pewien czas proby eksmisji tej procedury catkowania na wyzsze
lata uniwersyteckich studiéw matematycznych.

Warto w tym miejscu podkreslié, ze bynajmniej nie udowodniliémy wzoru ().
Nie mamy przeciez porzadnej definicji wartosci oczekiwanej. Pokazalismy tylko,
ze arbitralnie wprowadzony wzor z gestoscig po przeksztalceniu nagle zaczyna
mie¢ sens dla wszystkich rozkladéw prawdopodobienstwa. Mogliémy réwnie
dobrze zaczaé od rozkladéw dyskretnych: niech P(X =x;) =p;, i =1,2,...,n,
0<z1<22<...<2p. Teraz

EX =xp1 +xop2 + ...+ Tppp =
=z1(pr+...+pn)+(@2a—x1)P2+ ..+ pn)+ .o+ (T — Tpe1)pn =

= P(X > t)dt.
0

Oto typowe zastosowanie wzoru (*): niech X ma rozklad jednostajny

na przedziale [0, 1] i niech a € (0,1). Obliczymy F max(X,a). Rozklad tej
zmiennej losowej nie jest ani dyskretny, ani ciagly.

Jak wida¢, Emax(X,a) =a + 3(1 —a)%

Wzér () jest uzywany nie tylko w rachunku prawdopodobienstwa. W hydrologii
stosuje sie go do obliczania $redniej glebokosci jeziora, a tym samym — jego
objetosci. Wystarczy bowiem zinterpretowaé¢ G(t) jako stosunek powierzchni
zamknietej przez poziomice —t metréw do powierzchni jeziora.

W nastepnym odcinku zobaczymy, jak przenies¢ wzér (x) na dowolne zmienne
losowe.
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