Geofizyka, przetwarzanie sygnalow, FBI i MPEG—4,

czyli o tym, co moga falki

Uklady falkowe powstaja z jednej funkcji pod wplywem
dwoch dziatan: rozciagniecia i przesuniecia. Zdefiniujmy
te dwie operacje. Rozpatrzmy funkcje f : R — R. Dzielac
jej argument przez 2, a warto$¢ przez v/2, otrzymamy
kolejna funkcje, ktora oznaczymy przez

fie) = 51(3)

— taka operacje bedziemy nazywaé rozciggnieciem. Ten
proces mozemy kontynuowaé, tworzac nastepne funkcje

folw) = L£(2). falx) = 555 F(2) itd. wg wzorn

fuw) = <=1 (55)-

Mozemy réwniez zamiast rozciggaé funkcje f rozciagnad
jej przesuniecie. Takie rozciagniete przesuniecie bedzie
wyrazato sie wzorem
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Oczywiécie, mozemy przesuwaé nie tylko w prawo,
ale i w lewo, oraz zamiast rozciaga¢ mozemy tez
sciesniaé. Od tej pory przez przesunigcia bedziemy
rozumieé przesuniecia i w prawo, i w lewo, a przez
rozciggniecia zaréwno rozciagniecia jak i Sciesnienia.
Zauwazmy, ze przesuniecie zachowuje norme funkcji,
a takze kat miedzy funkcjami.

Dla funkcji f i g z R w R, takich, ze /er f(z)?dz < +o0 oraz

f .(](;1:)2(1.’1‘ < 400, definiujemy iloczyn skalarny wzorem
—o0

+o0
(f.9) = / F(@)g(z)da.

Méwimy, ze funkcje f i g sg prostopadle, gdy (f, g) = 0.
Norma funkcji f nazywamy wartosé

WAL= /S 1)

Podobnie rozciagniecie — mozna to sprawdzié¢ catkujac
przez podstawienie. Przez przesuniecia i rozciagniecia
z jednej funkcji otrzymujemy nieskonczony uktad
funkcji. Okazuje sie, ze mozemy tak dobraé¢ funkcje
startowa, ze wszystkie funkcje uktadu beda wzajemnie
prostopadle, a norma kazdej z nich bedzie rowna 1.
Funkcje o tej wlasnosci nazywamy wilasnie falkg,

a uklad przez nia generowany ukladem falkowym.
Znanym od 1910 roku przykladem jest uklad Haara.
Otrzymujemy go, wychodzac od funkcji f réwnej 1 dla
x €10,1/2) i -1 dla z € [1/2,1], ktéra poza tym jest
réwna 0. Niestety, nieciaglos¢ tej falki uniemozliwia jego
praktyczne wykorzystanie.

Jak znalez¢ inne falki? W tym celu poszukujemy
funkcji ¢, ktora spelniataby ponizsze rownanie
dla odpowiednio dobranych wspotczynnikow
ap,a1,02,0a3, 04, as

%w) = a0d(27) + a16(22 — 1) + 4262 — 2)+

+asp(2x — 3) + asd(2x — 4) + asp(2z — 5).
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Niezbedna (choé niewystarczajaca) wlasnosé
wspotezynnikéw ag, a1, as, as, aq, as jest taka, ze iloczyn
skalarny kazdych dwoch sposréd wektorow

(ag, a1, az,as, aq,as,0,0,0,0,0,0),
(0,0, ap, a1, as,as, as,as,0,0,0,0),
(0,0,0,0,ag, a1, az, as, as, as,0,0),

)

(07()’ 0707 0707 ap, 1,002,003, 04,05

jest réwny 0.

Wspétczynniki ag, a1, a2, as, as, as mozna tez wykorzystac
do zbudowania filtru cyfrowego tzw. kwadraturowo lustrzanego (ang.
quadrature mirror filters), ale o tym innym razem.
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Przyktadowy zestaw przyblizonych warto$ci majacy

te wlasno$é to ag ~ 0,3327, a1 =~ 0,8069, as ~ 0,4599,

az ~ —0,1350, ag = —0,0854, a5 ~ 0,0352. Przesuniecia ¢
sa do siebie prostopadte, ale przy rozciaganiu tak

by¢ nie musi. Jednak gdy znajdziemy juz takie ¢, to
jesteSmy w stanie otrzymac falke ¢ za pomoca wzoru:

1
V@) = a0d(2z = 1) — a16(2r) + azp(2w + 1) -

—a3p(2z + 2) + asd(2x + 3) — asp(2z + 4).

Funkcja v spetnia wszystko, czego oczekujemy od
funkcji startowej — jej przesunigcia i rozciagniecia

sg do siebie prostopadle. Na rysunku powyzej
przedstawiamy wykres funkcji ¢ i ¢ dla podanych
wyzej wspotezynnikéw. Otrzymana falka jest funkcja
ciagla. Postepujac podobnie, ale z wieksza liczba
wspolczynnikow a;, mozna otrzymaé falki majace tez
ciagle pochodne wyzszych rzedéw.

Jak wiadomo przedstawienie punktu w prostokatnym
uktadzie wspoélrzednych wyznaczone jest przez jego
rzuty na poszczegolne osie uktadu. Uklad falkowy pelni
podobng role jak prostokatny uktad wspoétrzednych.

W celu przedstawienia funkcji g w takim ukladzie,
znajdujemy rzuty tej funkcji na kolejne elementy
uktadu i one stanowia jej wspolczynniki. Wspélczynnik
wzgledem elementu ¢ wyraza sie przez (g, ¢¥™). Uklad
przesunied i rozciagnieé falki ma takze te wlasnosé (o ile
tylko falka jest dostatecznie porzadna), ze przedstawiona
w takim ukladzie funkcja nie zmienia si¢ istotnie,

gdy odrzucimy wspdlczynniki o wartoéci bezwzgledne;j
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mniejszej od, powiedzmy, 0,01. Jezeli wspotczynnikow

o wartosciach powyzej 0,01 jest stosunkowo niewiele,
uzyskaliémy efekt bardzo istotny dla efektywnej
kompresji sygnatu lub obrazu: przedstawienie

funkcji przez wiele wspotczynnikow zastapiliSmy
przedstawieniem funkcji o stosunkowo niewielkiej liczbie
wspotczynnikéw, jedynie nieznacznie zmieniajac sygnat
poczatkowy (funkcje).

W 1984 Jean Morlet, geofizyk francuski i autor
prototypu wspélczesnych falek, uzywat uktadow
powstajacych przez rozciagniecia i przesuniecia pewnej
funkcji, gesciejszych niz we wspoélczesnych falkach.
Dzieki temu, choé funkcja startowa nie byla falka,
rozwiniecie sygnalu w zwiazanym z nia ukladzie
rozciggnie¢ i przesunie¢ wciaz dobrze aproksymowalo
sygnal wyjsciowy. Jego metoda wykrywania warstw
tektonicznych przez przetwarzanie sygnatu sejsmicznego
polegala na przyporzadkowaniu w konkretny sposéb
ciagglej funkcji interpolujacej ten sygnal, a nastepnie
detekcji nieciagtosci jej pochodnych. W miejscach
nieciaglosci pochodnych niektore wspdlczynniki
rozwiniecia, szczegélnie dla wysokich ,$ciagnie¢”, byly
spore. Odpowiadajace im punkty stanowity lokalizatory
przejscia z warstwy do warstwy. Pomimo, ze taka
metoda detekcji jest odporna na zaklécenia, Morlet nie
potrafit przekonaé¢ swoich kolegéw, ze moze ona mieé¢
szerokie zastosowania. Na szczescie, jego wspolpraca

Wiedzieé, nie znajac

Zbior liczb rzeczywistych jest na tyle bogaty i réznorodny, ze mozna go
rozkladaé na rézne sposoby wedle gustu. W szczegdlnos$ci mozna liczby
rzeczywiste dzieli¢ na algebraiczne i przestepne. Liczba algebraiczna to taka,
ktéra jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspétczynnikach wymiernych
(lub, réwnowaznie, catkowitych), przestepna to taka, ktéra nie jest. Latwo
zauwazy¢, ze liczba algebraiczna moze byé niewymierna, jak np. v/2, spelniajaca
réwnanie 22 — 2 = 0, natomiast liczba przestepna nie moze nie byé niewymierna,
poniewaz kazda liczba wymierna a speilnia rownanie x — a = 0. Tak wiec zbiér
liczb algebraicznych zawiera zbior wszystkich liczb wymiernych i jeszcze co$
wiecej. Jak bardzo wiecej?

Rozwigzanie zadania F 675.

Sity dziatajace na akrobate: cigzkosci
mg, tarcia T oraz reakcji podtoza \4
przedstawione sg na rysunku:

Zgodnie z warunkiem zadania akrobata
porusza si¢ ze stalg predkoscia, zatem
suma sit na niego dzialajacych jest réwna
zeru, co rozpisane na kierunki: styczny
do powierzchni oraz prostopadtly daje:

mgsina —T =0,

N —mgcosa = 0.

z A. Grossmannem, I. Daubechies i Y. Meyerem
nadata tej historii inny bieg. Y. Meyer skonstruowat
pierwszg falke, ktéra jest nieskonczenie wiele razy
rozniczkowalna, choé¢ poczatkowo sadzono, ze jest to
niemozliwe. Nastepnie I. Daubechies skonstruowata
klase przyktadéw falek o dowolnie wielu pochodnych
cigglych, ale r6znych od zera jedynie na pewnym
skonczonym odcinku.

Wspomniane zastosowania legly u podstaw
zainteresowania falkami. W 1992 algorytm oparty

na falkach zostal wybrany i wdrozony przez FBI

do efektywnej i zachowujacej istotne szczegdly kompresji
bazy danych z odciskami palcéw (2000 terabajtéw
danych). Metody oparte na falkach znalazly sie réwniez
jako jeden z wariantéw kodowania w standardzie
transmisji sygnalu audiowizualnego o wysokim stopniu
kompresji MPEG—4 i staly sie podstawa kompresji

zdje¢ w formacie JPEG2000. Wspélczesnie wykorzystuje
sie falki w analizie szeregéw czasowych, iteracyjnym
rozwigzywaniu rownan roézniczkowych czastkowych
opisujacych np. rozchodzenie sie ciepta lub naprezen
czy badaniu fal mézgowych. W MATLABie funkcja

dwt oferuje obliczenie wspolczynnikow sygnatu

w uktadzie falkowym, a wiele ze wspotczesnych
procesoréw do przetwarzania dzwicku (DSP)

zawiera transformate falkowa jako niemal standardowa
komende.

Wiktor BARTOL*

Znalezienie liczby przestepnej okazalo si¢ zadaniem wcale nietatwym. W 1844
roku Joseph Liouville podal pierwsze przyktady, a nawet nieskoniczenie

wiele, korzystajac przy tym z ulamkéw tancuchowych. Nieco pézniej wskazal
pierwsza liczbe przestepna o znanym rozwinieciu dziesietnym: to liczba

> 10~™ = 0,11000100000000000000000100 . . ., ktéra ma 1 na miejscu

o numerze postaci n! i 0 na pozostaltych. W 1873 r. Charles Hermite udowodnit
przestepnosé podstawy logarytmu naturalnego, czyli liczby e. Korzystajac z tego
wyniku, Carl L. F. von Lindemann wykazal w 1882 roku, ze przestepna jest
takze liczba w. Wynik sam w sobie ciekawy i pozyteczny, bo wynika z niego
nierozwigzalno$¢ problemu kwadratury kota — lecz juz nieistotny z punktu

Poniewas sila tarcia T nie przekracza N, Widzenia pytania o wielkos¢ zbioru liczb algebraicznych czy zbioru liczb

wiec réwnania te daja

ag = arctg u.
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przestepnych. Powodem bylo jedno z pigkniejszych twierdzen wspolczesnej
matematyki, opublikowane w 1874 roku przez Georga Cantora.

Cantor wprowadzil do matematyki aparature, ktéra pozwala mierzy¢
i porownywaé wielkosci zboréw nieskonczonych. Zbior jest przeliczalny, jesli



