Klub 44

Czoloéwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
511 (WT = 2,63) i 512 (WT = 1,80)
z numeru 12/2005

Janusz Olszewski — Suwalki 47,39
Tomasz Rawlik — Braunschweig 45,46
Marian Lupiezowiec — Zebrzydowice 42,55
Adam Dzedzej — Gdansk 42,30

Michat Kieza — Warszawa 35,43
Michat Jastrzebski — Warszawa 32,79

I znéw dwa bardzo dobrze znane nazwiska
— dwie niebagatelne powtérki wteranskie:
Janusz Olszewski — po raz 6smy (!!),
Tomasz Rawlik — po raz szésty (!).

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
412 (WT = 2,75) i 413 (WT = 1,70)

z numeru 2/2006
Mateusz Lacki — Krakéw 40,63
Andrzej Idzik — Bolestawiec 36,79
Konrad Kapcia — Czestochowa 30,66
Tomasz Tkocz  — Rybnik 26,26
Jerzy Witkowski — Radlin 14,12
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 11,80
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2006
Przypominamy tresé¢ zadan:
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520. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi 21 i Q2, o réznych promieniach i $rodkach (odpowiednio)
O1 i O3, przecinajace si¢ w punktach A i B tak, ze kat O1 AO> jest prosty. Na odcinku AB
obieramy dowolny punkt X rézny od A, B oraz $rodka odcinka AB. Prosta O1 X przecina okrag Q2
w punktach P; i Q1, prosta O2X przecina okrag €27 w punktach P> i Q2, przy czym punkty P; i P>
leza na odcinkach O1 X i O2X. Wykazad, ze proste P1 P>, Q1 Q2 i O102 maja punkt wspdlny i ze ten
punkt nie zalezy od wyboru punktu X.

519. Odpowiedz przeczaca wynika natychmiast z nieréwnosci miedzy $rednimi

wazonymi:
2.a_n+1.£>(a_n)2/3(1>”3:1,
3 n2 3 a? n? a2 n

Jednoczesna zbieznosé obu zadanych szeregow pociagalaby zbieznosé szeregu > 1/n.

520. Rozpoczniemy od wykazania, ze

|XP| _ X |XPo| _ | XQ
(1) =T raz =
|O1Pi| |O1Qn| |02P,|  [02Qq]
Okrag w, ktérego érednica jest odcinek O1 X, przechodzi przez punkt C przeciecia
odcinkéw O102 i AB. Oznaczmy $rodek i promien tego okregu przez M
i r. Niech T bedzie jednym z punktéw przeciecia okregéw w i s.
Q> Z podobienstwa trojkatow O1AO2 i ACO2 wynika, ze
|0201] - 020 = |02 4] = |02T;
zatem O2T jest odcinkiem stycznej
do okregu w, wiec jest prostopadly
do jego promienia MT'.
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jest odcinkiem stycznej do okregu 22; dostajemy réwnos$é Ich prawe strony sa réwne, wobec zwiazkéw (1). Poniewaz

|MPy| - |MQ1| = 2. Stad

|01Qu| - [ XPi| = (r+|MQ1l) (r — |MPy])

punkty Y i Z leza na prostej O102 poza odcinkiem O102,
réwno$é lewych stron wzoréw (2) oznacza, ze Y = Z; tak

— . aMQll _ |MP1|) wigc Y jest wspolnym punktem prostych Pi P, Q1Q2
"1 0102. Mnozymy réwnosci (2) stronami:
01P1]-1X Q1] = (IMP| +7) (IMQ1| — 7) = o\ .,
=7 (IMQ1| — |MPy|); 0.y ) =P
v ic v symetrie, bowiem rogmonanio s+ gdic o = IOPL 10| 5 [XPo|: 1XGsl
Al o B o o 0Pl -10:Qu]” 7 7 X[ X Qi

zalezalo od tego, ktéry z okregow 21, Qo jest wiekszy.

Wartoé¢ a nie zalezy od X; zas w wyrazeniu g licznik

[Zwigzki (1), w ,madrym jezyku”, orzekajg, ze punkty P1,Q1, 01, X i mianownik to potegi punktu X wzgledem okregéw Qo i Q1.

oraz P, Q2, 02, X tworza czwérki harmoniczne — co mozna krécej
uzasadnié, zauwazajac, ze prosta AB jest jednocze$nie biegunowa
punktu O; wzgledem okregu Q9 oraz biegunowg Oz wzgledem

okregu €]

Okregi €21 i 2 nie sa przystajace, wigc proste P1 P> i Q1Q2

Dla punktu X lezacego na prostej AB potegi te sa réwne.
To pokazuje, ze wartosé¢ stosunku |01Y| : |02Y|, a wiegc

i potozenie punktu Y na prostej 0102, nie zalezy od
wyboru punktu X. (Nietrudno wykazaé, ze Y jest $rodkiem
jednokladnosci okregéw Q2 1 Q1.)

przecinaja prosta O102 w punktach, ktére oznaczymy

odpowiednio przez Y i Z. Stosujac do tych prostych oraz [Tezg¢ zadania mozna tez uzyskaé¢ rachunkiem na wspélrzednych,

tréjkata O102X twierdzenie Menelausa, otrzymujemy umieszczajac poczatek uktadu w punkcie C i przyjmujac A = (0, 1)

réwnodci oraz (wobec prostopadtosci AO; L AO3): Oz = (k,0), Oy = (—1/k,0).
|O1Y| |01P1| |XP2| |Olz| |01Q1| |XQ2| N.1ech X = (0,w); v’vspolr.z@dnle punktow. P;, Q;, Y, Z daja si¢ bez

(2) = . oraz = . . wiekszych probleméw obliczy¢; wychodzi Y = Z = ((k+1)/(1—k), 0),
|O02Y] | XP1|  [O2P] 027 [XQ1| [02Q:] niezaleznie od w.]

Klub 44

Rys. 1 &

Rys. 2

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2006

Przypominamy tres¢ zadan:

416. Ze szkla o wspdélczynniku zalamania 1,5 wykonano pryzmat o podstawie tréjkata
réwnobocznego, skierowano na niego promien $wiatta tak, ze przedluzenie tego promienia przebiegato
przez Srodek tréjkata i wprawiono pryzmat w ruch obrotowy. Podaé zakres mozliwych wartosci kata
odchylenia promienia od kierunku poczatkowego (przedzial lub przedzialy). Pominaé czesciowe
odbicie $wiatla towarzyszace zalamaniu, natomiast uwzgledni¢ ewentualne catkowite odbicie
wewnetrzne.

417. Przeltacznik na rysunku 1 jest przerzucany z gérnego do dolnego polozenia i na odwrét, przy
czym czasy zetkniecia z dolnym i gérnym stykiem sa jednakowe. Czestotliwo$¢ przerzucania (lub — co
na jedno wychodzi — pojemno$¢ kondensatora) jest tak duza, ze po pewnym czasie zmiany napiecia
na kondensatorze przestaja by¢ zauwazalne. Jaka jest wtedy wartosé tego napiecia? Wielkosci

oznaczone na ]’yﬁll]lkll S dane.

416. Niech wyjsciowym potozeniem pryzmatu bedzie takie, przy ktérym promien
pada na krawedz, a kat obrotu wzgledem tego polozenia oznaczmy przez a (rys. 2).
Dla « bliskich zeru kat padania na $ciane b wynosi 60°, kat zatamania 35,3°, kat
padania na $ciane ¢ od wewnatrz 24,7°, a kat zalamania w powietrzu 38,9° — i tylez
wynosi odchylenie. Wzrost o do 11,4° zmniejsza odchylenie do warto$ci minimalnej,
réwnej 37,2° (wtedy przejécie promienia przez pryzmat ma charakter symetryczny, tzn.
wewnatrz pryzmatu promient biegnie réwnolegle do $ciany a). Dalszy obrét pryzmatu
doprowadza przy a = 32,1° do catkowitego wewnetrznego odbicia od $ciany ¢ — tuz
przed tym wychodzacy pod katem 90° z pryzmatu promien ulega odchyleniu o kat
57,9°, a tuz po tym promien caltkowicie odbity po wyjéciu z pryzmatu przez $ciane a
odchyli sie o 115,8°. Nastepnie — jak mozna wykazaé — kat odchylenia jest réwny
180° — 2« (niezaleznie od wspélczynnika zatamania) i dla « bliskiego 60° dazy do tej
samej wartosci 60°. Jeszcze wiekszych wartosci o nie musimy juz analizowaé, gdyz
dalej promien catkowicie odbija si¢ od Sciany a i wychodzi przez sciane b, co daje te
same wartosci katéw odchylenia, tylko w przeciwna strone.

Podsumowujac, zakres mozliwych katéw odchylenia sklada si¢ z dwoch przedziatéw —
od 37,2° do 57,9° oraz od 60° do 115,8°.

417. Oznaczmy szukana warto$¢ napiecia na kondensatorze przez U. Wartos$¢ ta ustali
sie wtedy, gdy ladunek doplywajacy od jednego z ogniw przy odpowiednim polozeniu
klucza zréwna sie z tadunkiem odptywajacym do drugiego ogniwa przy przeciwnym
przytaczeniu. Wobec jednakowych czaséw zetkniecia rownos¢ tych tadunkéw jest
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rownowazna réwnosci natezen pradu 51—1 = 3—52‘ Rozwigzaniem jest U = =1352T-2—L R?i R22 L
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