Klopoty z wartoscig oczekiwang

W poprzednim odcinku byta mowa o medianie zmiennej
losowej X . Tak nazywamy kazda liczbe a, dla ktorej
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Niestety, mediana na ogél nie jest wyznaczona
jednoznacznie. Zajmiemy sie teraz innym parametrem
rozkladu: wartoscia oczekiwana. Ta z kolei jest
wyznaczona jednoznacznie, co nie oznacza, ze nie ma

z nig innych klopotéw. Po pierwsze, nie zawsze istnieje.
Po drugie, problem stanowi podanie takiej definicji,
ktéra obejmowalaby wszystkie zmienne losowe (albo
lepiej: wszystkie rozklady prawdopodobiefistwa).

Jesli zmienna losowa X ma rozklad dyskretny,
czyli przyjmuje wartosci 1, 2o, ..., Tn,. ..

z prawdopodobienstwami odpowiednio p1, ps, . ..
to warto$cia oczekiwang nazwiemy liczbe
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o ile szereg po prawej stronie jest zbiezny bezwzglednie.
Zwykta zbiezno$¢ nie wystarczy, jesli bowiem szereg
nie jest zbiezny bezwzglednie, to przestawiajac jego
wyrazy, mozna otrzymac¢ dowolng sume, a nawet

szereg rozbiezny. Niewielki bylby pozytek z parametru
rozkladu, ktéry zalezalby od tego, w jakim porzadku
wypiszemy wartosci zmiennej losowe;j.
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By¢ moze lepiej nazywaé EX wartoscia $rednia, mamy
bowiem po prostu do czynienia ze Srednia wazong,
liczb z;, gdzie wagami sg prawdopodobienstwa p;.

Jesli X jest liczba oczek wyrzuconych na uczciwej
kostce, to FX = 3%, co — przyznajmy — jest wartoscia
raczej nieoczekiwana w tym prostym doswiadczeniu.

Jesli rozklad zmiennej losowej X jest ciagly i ma
gestosé g, to na mocy definicji

() EX:/Zx

gdzie zada sig zbieznosci catki
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Przypuéémy, ze w odleglosci 30 stogp od plotu,
do ktoérego przytwierdzono asa pik, stoi pan Andrzej
Kmicic i popisuje sie pewnoScia reki. Jednak
z rozmaitych przyczyn tor kuli tworzy z prosta
przechodzaca przez pana Andrzeja i asa pik (ta
prosta jest — jak mozna sie domy$li¢ — prostopadla
do plotu) kat 6, ktéry jest zmienna losowa o rozkladzie

jednostajnym na przedziale (—3m, 37).

Jezeli uznamy asa pik za punkt zerowy, to jako
wspoélrzedna punktu trafienia mozemy przyjac tg 6. Jak
si¢ wydaje, pan Andrzej érednio trafia w asa pik. Czy
na pewno?

Nie ulega watpliwosci, ze ze wzgledu na symetrie
mediang zmiennej losowej X = tg 6 jest 0. A jaka jest
wartos¢ $rednia?
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Niestety, definicja zmusza nas do wyznaczenia gestosci.
Wyznaczymy dystrybuante X:

Fx(t)=P(X <t)=Ptgd <t)=P(0 <arctgt) =
—7ar(}tgt+%ﬁ—larct t—&-l_/t T
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Otrzymalismy dystrybuante w postaci catki z gestosci
11
Jednak catka
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nie jest zbiezna, jako ze funkcja pierwotna, W,

ma w plus i minus nieskonczonosci granice nieskonczona.
Wobec tego wartosé¢ $rednia zmiennej losowej X nie
istnieje.

Przypuéémy teraz, ze jesli w n-tym rzucie nieskonczonej
serii rzutow symetryczng moneta wypadnie orzel, to
wygramy 2 - 37" zlotych. Niech X oznacza taczna
wygrana. Jak obliczy¢ EX?

Teraz 0 < X < 1, wiec wartos¢ érednia powinna istnie¢,
ale proba wyznaczenia rozkladu zmiennej losowej X
i skorzystania z definicji prowadzi na manowce.
Istotnie, mozna zauwazy¢, ze X nie przyjmuje wartosci
z przedziatu (3, 3) jesli w pierwszym rzucie wypadtl
orzel, wygramy co najmniej §, W przeciwnym razie —
€O najwyzej % Rozpatrujac drugi, trzeci i dalsze rzuty,
widzimy, Zze zabronione sa przedzialy (g, 2), (g ,3), ete.
Suma dltugoéci zabronionych przedzialéw da sie obliczy¢.
Jest to
1 2 22 )
3+32+33—|—...— .
Ale dystrybuanta musi by¢ stala na przedziatach
zabronionych, zatem gestos¢ — gdyby istniata —
musialaby tam by¢ réwna zeru. Wtedy jednak catka
z gestodei na przedziale [0, 1] bylaby réwna zeru, a nie
jednosci.

Czytelnik zapewne zorientowal sie, ze X przyjmuje
wartosci ze zbioru Cantora. Idac tym tropem mozna
pokazaé, ze zadna warto$¢ zmiennej losowej X nie
jest przyjmowana z dodatnim prawdopodobienstwem.
Wzor (1) jest wiec bezuzyteczny.

Mozna argumentowaé, ze X i 1 — X maja ten sam
rozklad, poniewaz 1 — X jest wygrana w grze, w ktorej
zamieniono rolami orla i reszke. Mieliby$my zatem

1

EX=E(1-X)=1-EX=_.

Od porzadnej teorii oczekujemy jednak porzadnej
definicji, dajacej sie zastosowaé¢ do kazdej zmiennej
losowej; propozycja wymyslania za kazdym razem
nowych sztuczek nie jest powazna. Ale o tym za miesiac.
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