Jak Gauss skonstruowal siedemnastokat foremny

Marek KORDOS
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Zespolone pierwiastki z 1.

Liczby zespolone sg to wektory

o poczatku w ustalonym punkcie 0
(ustalamy tez jaki$ punkt 1), ktére
dodaje sig¢ oczywiscie tak, jak wektory,

a mnozy w ten sposéb, ze iloczyn ma
dlugosé¢ bedaca iloczynem diugodci
czynnikéw i z wektorem 01 tworzy kat
bedacy suma katéw, jakie czynniki tworzag
z tym wektorem.

Jesli wykladnik k liczby 2% + 1 ma
czynnik nieparzysty m (czyli jest postaci
k = n-m), to daje si¢ ona rozlozyé:

2" 41 = (2" 4+ 1)-
_(2n~(7n—1) _gni(m=2) | on 1),

nie jest wiec pierwsza.

Z definicji liczba g jest pierwiastkiem
pierwotnym dla liczby pierwszej p, gdy
najmniejszym wykladnikiem naturalnym
n, dla ktérego g™ daje z dzielenia

przez p reszte 1, jest p — 1. Np. 10 jest
pierwiastkiem pierwotnym dla 7 (co —
inaczej niz przez dzielenie kolejnych
poteg 10 przez 7 — mozemy sprawdzié¢, np.
rozwijajac w utamek dziesigtny % - okres
bedzie szeSciomiejscowy), jest tez np.

dla 17, 19, 23, 29, 97, 337, a nie jest np.
dla 3 (okres dtugosci 1), 11 (2), 13 (6).
Wszystko to Gauss obliczyl w szkole. Gdy
zajmowal si¢ siedemnastokatem, wykazal,
ze 3 jest pierwiastkiem pierwotnym dla
wszystkich liczb pierwszych Fermata.

Juz Euklides wiedzial, ze

jesli konstruowalne sq foremne p;-kqty dlai =1, 2,..., k, gdzie p; sq réznymi
nieparzystymi liczbami pierwszymi, to konstruowalny jest foremny n-kgt dla
n=2"py py-... Pg, gdziem =0,1,2, ....

(dla k = 0 liczba m jest réwna co najmniej 2),

ale byla to przewaga formy nad trescia, bo p-katy foremne umiano skonstruowacé
tylko dla dwdch liczb pierwszych: 3 i 5. I taki stan meczu trwal przez z géra

2 000 lat.

Sprawa ruszyta do przodu za sprawa 19-letniego Carla Gaussa. Na znana

(moze i Tobie, Czytelniku?) konstrukcje pieciokata foremnego spojrzal on

w inny sposéb, poprzez liczby zespolone. Spéjrzmy bowiem na rysunek: sa

na nim narysowane wszystkie zespolone pierwiastki stopnia 5 z jednosci (prosze

sprawdzi¢ z umieszczona na marginesie definicja dziatan). Widzimy tez, ze

sa one wszystkie potegami pierwszego z nich. A takze (ciagle korzystamy

z definicji), ze sa one wierzcholkami pieciokata foremnego i wobec tego

(symetrie, réwnosé katéw!) daja w sumie zero, czyli spelniaja réwnanie
A4 4241=0,

co mozna jednak sprytnie uporzadkowaé, korzystajac z tego, ze z° =1,

11 1 1
z4+z3+z2+z+1:;+;+z2+z+1:(z2+;)+(z+;)+1:

:(z+%)2—2+(z+§)+1:(z+%)2+(z+%)—1:0

Zatem, aby znalez¢ punkt P, potrzeba tylko rozwiazaé¢ rownanie

P +r—1=0,
co kazdy potrafi, a potem narysowac symetralng odcinka OP — w jej przecieciu
z okregiem jednostkowym bedzie szukane z. Czyli do konstrukcji pieciokata
foremnego potrzebne jest rozwiazanie (jednego) réwnania kwadratowego, co

mozna zrealizowaé cyrklem i linijka. Ale jak to nasladowaé dla innych liczb
pierwszych? I dla ktorych sie da?

Gauss wiedzial juz, ze nalezy poszukac tych liczb wsrod takich liczb pierwszych,
ktére sg potegami dwéjki plus 1. Takie liczby musza by¢ postaci 22" 4 1; nazywa
sie je liczbami Fermata. Takie sa 3 i 5. Kolejna liczba to 17. Wezmy sie wiec za
pierwiastki z jednosci 17 stopnia.

Jednak tutaj takie proste sztuczki, jak dla 5, nie wychodza. Gauss zauwazyt,
ze kazdy, rozny od 1, pierwiastek stopnia p, bedacego liczba pierwsza, ma te
wlasnosé, ze potegowany, zanim stanie sie jedynka, bedzie kolejno (choé nie po
kolei) wszystkimi pozostalymi pierwiastkami (np. dla 5 potegowany pierwiastek
22 bedzie dawal kolejno 2%, potem z i potem 23). Podobnie, podnoszac kolejno
wszystkie pierwiastki do jakiejkolwiek mniejszej od p potegi, znéw otrzymamy
zbiér wszystkich pierwiastkow. Taka symetria nasuneta pomyst, by z kazdym
pierwiastkiem zwiazaé tez funkcje wykladnicza z jego numerem jako potega.
Numerujemy wiec pierwiastki od 0 do p — 1. Beda to zatem ¢; i odpowiadajace
im funkcje wyktadnicze 0;. Mamy, jak tatwo zauwazy¢, d;(e;) = €5,

gdzie (-) oznacza, ze nalezy zamiast iloczynu braé reszte z jego dzielenia

przez p.

Aby lepiej obserwowaé zachowanie sie pierwiastkéw przy potegowaniu,
zastosowal Gauss znany sposob: logarytmy — wtedy mnozenie staje sie
dodawaniem, moze wowczas bedzie lepiej widaé. Przenumerowal wiec pierwiastki
logarytmicznie. Konkretnie pierwiastek 5 otrzymywal nowy numer [, gdy

reszta z dzielenia 3! przez 5 czy 17 byta réwna k. Okazuje sie, ze w tym
przypadku wszystkie pierwiastki (poza jedynka) otrzymaja rézne numery.

O takiej wlasnosci liczby 3 wobec liczby 5 czy liczby 17 méwimy, ze 3 jest
pierwiastkiem pierwotnym dla tych liczb (stowo pierwiastek, jak widaé, jest tu
uzywane w dwéch znaczeniach). Dla odrdéznienia pierwiastki i funkcje z nowym
numerem ¢ bedziemy oznaczali przez ;) 1 ;).
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Przenumerowywanie mozna sobie wyobrazié, jak
nawijanie na okrag o obwodzie p nici, ktorej kolejne
punkty sa umieszczane w odleglosci 3™ od poczatku. Dla
5 mamy wiec €y = €1, £(1) = €3, £(2) = €4 (i jedno pelne
owinigcie), 3y = €2 (i pie¢ pelnych owinigc). Zauwazmy,
ze rozwiazujac rownanie, zebraliSmy razem parzyste

i nieparzyste nowe numery.

Obok jest pokazana zmiana numeracji dla 17.
Na pierwszy rzut oka nic nie wskazuje, aby tutaj tez

0 zbieraé¢ razem numery parzyste i nieparzyste. Ale rozum
moze pokazaé wiecej niz oko. Teraz mamy

(i) (€(j)) = E((i+g)), ale mie €y - €() = €((itj)-
Mamy tez

3y (eG) - em) = 0@ (e) - 0w (Ewy )-
Pierwsza z tych réwnosci pokazuje, ze jesli np.
pierwiastki o nowych parzystych (nieparzystych)
numerach poddamy przeksztalceniom o nowych
numerach parzystych, to ich numery pozostana parzyste
(nieparzyste). Gdy poddamy je przeksztalceniom

Dla 17 stare numery na zewnatrz, nowe wewnatrz; dla maltych o IlOWyCh numerach nieparzystych, to Sl@ zamieni@,

numeréw w nawiasach prostokatnych liczba pelnych owinigé.

Dalej postugujemy si¢ tylko nowymi
numerami, wigc nie bedziemy pisaé, ze
sg nowe.

ale tez sie nie pomieszaja.
Podobnie np. reszta z dzielenia nowych numeréw przez 4 jest zachowywana przy
przeksztalceniach o nowych numerach podzielnych przez 4 itd. Gauss podzielil
wobec tego wszystkie pierwiastki na takie wlasnie grupy i postanowil obliczaé
sume pierwiastkéw w tych grupach. Na poczatek zatem podzielil wszystkie
pierwiastki na te o numerach parzystych i te o numerach nieparzystych —
oznaczmy sume pierwiastkoéw w tych grupach odpowiednio przez o2 i 02,1
(z dzielenia przez 2 daja reszte 0 lub 1). Sprobujmy obliczy¢ te sumy. Oczywiscie
02,0 + 02,1 = —1 — to suma wszystkich pierwiastkéw oprécz 1. Okazuje sig,
ze i iloczyn daje sie obliczy¢.

02,0 = £(0) + €(2) + ...+ e i 02,1 = £(1) + £(3) + ...+ €(15)-
Wobec tego

02,0 02,1 = €(0)E(1) T EEB) T - T E14)E(13) T E(14)E5) ==
=¢€a) €)@ +--- T €raEas) +€as)E)+

TEEB TEWEW T+ T eane) T st

+emeEpr) temew +--- HEanEE) T Eas)E@ T

+eeEm tewer) - FEqEB) T E5)E®G) =

:(5<o> Eoem) +omE@e) +- - +dan(Eem) +das) (E0em)
(5<o> (e +omE@e) +- - +0an(©eE) +0a5) (E0)Em)
(5(0 (E©Es)) +001)(E)EE) + - -+ 610 (E0)EE) + 15 (E0)E ()

) )

(5<o> (Eem) +omE@em) +- - +dan(E©em) +das) (e

=4. (8(0) + €(1) + ...+ €(14) + 5(15)) =4. (—1) = —4.
Najbardziej podejrzanym momentem tego rachunku jest chyba réwnosé
oznaczona x, ale zauwazmy, ze po obu jej stronach sa 64 rézne iloczyny, czyli
akurat tyle, ile by¢ powinno. I nie bylo potrzebne, aby sie dowiedzie¢, ktéremu
pierwiastkowi sa rowne przeksztalcane iloczyny pierwiastkow — cztery razy
skorzystalismy z faktu, ze zastosowanie wszystkich §(;) do jakiegokolwiek
pierwiastka daje wszystkie pierwiastki.

Otrzymali$my zatem (wobec wzoréw Viete’a) na g i 02,1 réwnanie

VIT—1 . —V17-1

m2+m—4:0, zatem 027027 1 021 = 5
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Metode zastosowana na poczatku

do przypadku pigciokata mozna stosowaé
réwniez w innych przypadkach. Np.
zauwazmy, ze

1n\* 4 1 1
z+—-) =2+ +3lz+—- ),
z 23 z
1\ 5, 1
z+ - =z + 5+ 2.
z z
Wobec tego rozwiazujac réwnanie
opisujace siedmiokat foremny, mamy
O:z6+z5+z4+z3+z2+z+1:
1

1 1 3 2
=-+ 5+t +2+z+1=
z 22 23

1\° 1\?
=lz+-) + |2+ —
z z
1
—2(z+-) -1,
z

co sprowadza problem do rozwigzania
réwnania

x3+1272m7120.
Jest to jednak pozorny sukces, bo
réwnanie to nie da si¢ zastgpi¢ zadna
liczbg réwnan kwadratowych.

Ale to juz inna bajka.

To, ze akurat tak nalezy przyporzadkowaé pierwiastki rownania, stwierdzamy
geometrycznie, czyli dodajac (na oko wystarczy) odpowiednie wektory

na rysunku: wigkszo$¢é majacych numery parzyste jest z prawej strony rysunku,
a wiekszo$é majacych numery nieparzyste — z lewej (precyzyjnie byloby dodawaé
rzuty wektoréw na prosta 01); zatem 029 > 0 > 02 1.

Z kolei podzielimy o5 o na dwie czesci 04,09 1 04,2. Ich suma to oczywiscie o3 9.
Obliczenie iloczynu jest troche bardziej klopotliwe, ale mozliwe. Mamy
04,0 = €(0) + 1) +E8) T €12) i o492 = €2) T €(6) T €(10) +€(12)-
Zatem
04,0 - 04,2 = €(0)E(2) T E)E(6) T - T €12)€(10) T E(12)€(14) =
=€)E@) T €@¢Ewm) +--- tEu2€aa) +€aa)+
T ) T E@E@.) +--- T Euge) TE1en) =

= (5<0> (Eoe@) +o@ (EoeE) + -+ a2 (E0ee) + o) (€<o>€(2>)) +

+ (5<o> (E@e©) T 92)(eE) T -+ a2 (E0)EE) +904) (€<o>€<6>))
i nie ma rady, trzeba si¢ dowiedzieé, co to za elementy sa przeksztatcane przez
wszystkie d(;) o parzystym i. Tu niezbedne jest odwolanie si¢ do pierwotnej

numeracji, gdzie mnozenie wyraza si¢ bardzo prosto:

1. .9 10
€M) E(2) =€1 €9 =2 "2 =2 =E&10 =E@R)

i podobnie

€(0) "€(6) = €1 €15 = 22 =2 == €(8)5
patrzac na liczby 3 i 8, warto zauwazy¢ jedynie, ze jedna jest nieparzysta,
a druga parzysta. Mozemy wiec kontynuowaé obliczanie.

ty = (5(0) (e@3)) +9(2)(e3)) + -+ +da2)(e3)) + 14 (6(3))) +

+ (5(0) (e8)) +9(2)(e(s)) + -+ - + 012y ((8)) + (14 (5(8))) =

=021 +020=—1
Tym sposobem otrzymali$my réwnanie na 04,0 i 04,2, @ mianowicie
2% — o020t —1=0.
Analogicznie dzielimy o4 na og o i 0g 4. Zauwazmy, ze obliczenie tej pierwszej
sumy koniczy sprawe, bo jest to odpowiednik punktu P z obliczen dla pigciokata
(spéjrzmy na oba rysunki). Odpowiednim, analogicznie uzyskanym réwnaniem,
okazuje sie jednak
2* + o407+ 041 =0,
wiec trzeba rozwazy¢ wezedniej rozbicie 021 na 041 i 043, do czego jest

potrzebne réwnanie

2 —og217—1=0.

Ostatecznie, po rozwiazaniu czterech rownan kwadratowych otrzymujemy

1 1
g&ozg(\/ﬁ—1+\/34—2ﬁ) +Z\/17+3\/1_\/170+38\/ﬁ.

Gauss udowodnil, ze jego metoda jest dobra dla kazdej liczby pierwszej Fermata.
Pierre Wanzel udowodnil, ze dla zadnej innej liczby pierwszej rozwiagzania
poprzez rozwiazywanie réwnan kwadratowych, a wiec konstrukeji cyrklem
i linijka, nie ma. Sprawa jednak nie posuneta sie zbyt daleko poza wynik
Euklidesa: wiemy, ze liczbami pierwszymi Fermata sa jeszcze 257 i 65537,
ale zadnej innej liczby pierwszej Fermata nie znamy, a nawet nie wiemy, czy
takie w ogdle istnieja. Nastepna liczba Fermata, dla k = 5, dzieli si¢ przez 641.
Rzeczywiscie
4204967297 =22 + 1 =22 4 54.2% _ (5%.2%8 _ 1) =
=222 +5%) — (522" +1)(5-2"+1)(5-2" - 1) =
=641(2%% — (5% - 2" +1) - 639).
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