Rozwigzanie zadania M 1138.
Niech x1 i z2 bedg pierwiastkami danego

réwnania. Korzystajac ze wzoréw Viete’a,

uzyskujemy

1+ a2 =—a oraz wxix2=1-—0.
Stad
a? 4+ b% = (x1 + ;1*2)2 + (1 — .1:1:1:2)2 =

=1+ 2 (1 +z3).

Oba czynniki sa wieksze od 1, a wiec
liczba a? + b2 jest zlozona.
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W artykule Srednie w trapezie, ,Delta” 10(377)/2005, Joanna Jaszufiska daje
geometryczne interpretacje czterech symetrycznych srednich: harmonicznej H,
geometrycznej G, arytmetycznej A i kwadratowej K, jako dtugosci pewnych
poziomych odcinkéw w trapezie i, opierajac sie na tych interpretacjach, dowodzi
znanych nieréwnosci.

Wszystkie z wymienionych tutaj srednich naleza do rodziny $rednich potegowych

wazonych A - (0,00)% — (0, 00), okreglonych wzorem

AlPl(q,b) = (wa? + (1 —w)b?)/P, p#0,
WA a®bl—v, p=0.
dla p € R oraz w € (0, 1). Liczbe w nazywa sie wagq $redniej. Latwo sprawdzidé,
ze

lim AP(a,b) = a®b' =% = Al%(a, b).

p—0

Srednia A% jest symetryczna, tzn. spelnia warunek Alp) (a,b) = Alp) (b,a) dla

wszystkich a,b > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy w = % Srednie AP := [119/]2
nazywane sa srednimi potegowymi. Zauwazmy, ze
A=Al H = A1, K = AP, G = Al

Srednia G odgrywa w rodzinie tych rednich centralna role. Mianowicie,
Go(AlPL AlPh =G, peRwe(0,1),
[—P])'

czyli G jest niezmiennicza ze wzgledu na pare srednich (Av[fj],Aw

Odpowiadajac na pierwsze z dwoch pytan J. Jaszunskiej, dajemy tutaj
interpretacje geometryczne niektérych srednich potegowych wazonych oraz
srednich wazonych kontra-harmonicznych.

Srednie arytmetyczne wazone. Ustalmy w € (0,1) i podzielmy trapez
o podstawach dlugosci a i b, a # b, odcinkiem réwnoleglym do podstaw,
o dhugosci z, na dwa trapezy, w taki sposob, ze przy oznaczeniach jak
na rysunku 1,
ha

ha +hy
Wtedy ¢ = wa +(1 — w)b = Ay (a,b) jest srednia arytmetyczna wazona.
Obracajac trapez wzgledem $rodka jednego z ramion o 180°, tak jak w artykule
J. Jaszunskiej, otrzymujemy réwnolegtobok, ktéry jest suma dwéch trapezdw
(rys. 2). Przedluzenie odcinka o dltugosci = dzieli obrécony trapez odcinkiem
o dlugosci y. Poniewaz x +y = a + b, wiec y = (1 — w)a + wb = A1_,(a,b), co
oznacza, ze

A(Ay(a,b), A1—y(a,b)) = A.
Ta réwnosé oznacza, ze $rednia arytmetyczna A jest niezmiennicza ze wzgledu
na pare Srednich (A, A1_w).

Srednie geometryczne wazone. Srednig geometryczng mozna takze
otrzymaé, dzielac trapez odcinkiem poziomym o dlugoéci  na dwa trapezy
tak, aby ich przekatne o dlugosci r i ¢ byly réwnolegle (rys. 3). Z podobiefistwa
tréjkatéw wynika, ze

- == i :E, astad x=Vab=G(a,b).

q r q
Dla kazdego w € (0, 1) istnieje dokladnie jeden poziomy odcinek w trapezie

a T . b
r

o dtugosci z, taki ze § = (%)w . Oczywidcie x = a®b' ™% = Al (a, b) jest érednia

geometryczng wazona. Czy takie odcinki maja jakas ciekawsza interpretacje
geometryczna?
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i Srednie kwadratowe wazone. Ustalmy dowolnie w € (0,1) i podzielmy trapez
) - o polu S odcinkiem o dtugoéci z, rownoleglym do podstaw, na dwa trapezy

Rozwiazanie zadania M 1139. o polach wS i (1 — w)S. Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku 1, otrzymujemy

Oznaczmy przez Q punkt symetryczny a+b a-+b 2wS 2(1 _ w)S
do punktu B wzgledem punktu P. S = h hy) = ,
punkt edem punkt (ha + hs) 5 <a g o
skad wynika, ze
= AP(a,b) .= /(1 — w)a? + wh2.

Poniewaz G o (ALQ,],ALT 2]) = (G, wiec nasuwa sie pytanie, czy réwniez Srednig

A2 (a,b) mozna zinterpretowaé geometrycznie.

Srednie harmoniczne wazone. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1.
Poniewaz pole trapezu jest suma pél trapezéw mniejszych, wiec

a+b a+x x+0b
(*) (ha + hb) = —Hh,+ hp.
Wéwezas BC = QC oraz AQ = 2P M. 2 2 2
Ponadto P 1 1 tutai. 7 hy =(1— b dl 1 t, 1
e cocr s acD 2 nor rzyjmujac tutaj, ze wyt (1 —w). dla pewnego w € (0, 1), otrzymujemy
A 1200 _ Y ano ab _
= L ACD + (180° — <« BCD) = 90°, x:—:A[w 1]((1,17)7
skad otrzymujemy < ACQ = 90°. Zatem wa + (1 - w)b
PM = %AQ - % /AC? + QC2 = a wiec x jest Srednig harmoniczng wazona a i b z waga w. Jesli Z—l’ = g, to
1 . 2ab [-1]
:5,‘/(1—4»()‘. x:a—H:Al/Q(a7b):H(a7b>_
Srednie kontra-harmoniczne wazone. Przyjmujac, ze (1 — w)Z—b =wg dla

pewnego w € (0,1), z (x), po prostych rachunkach, otrzymujemy
wa? + (1 — w)wb?

= H* =
* w(@:b) wa + (1 —w)b

a

Gdy % =2 (tj. dla w = 3), otrzymujemy stad
a? + b2

a+b’
Funkcja H} : (0,00)? — (0, 00) jest érednia (bo min(a,b) < HZ (a,b) < max(a,b))
i nazywa si¢ sredniq kontra-harmoniczng wazong, a $rednia H* := H /2~ Srednig
kontra-harmoniczng. Motywacja ich nazwy jest tatwa do sprawdzenia relacja

Ao (Hy, H) = A,
ktéra oznacza, ze $rednia arytmetyczna A jest niezmiennicza ze wzgledu na pare
srednich (H,,, H}). Srednia H* nalezy do rodziny érednich Giniego M P! :
(0,00)% — (0, 00) okreélonych nastepujaco:
aP + b

wirp 1 PER.
Zauwazmy, ze MM = A, M[1/2 = G 1 MO = H oraz, ze MP! nie jest érednig
potegowa dla p ¢ {1, 3,0}

x = H*(a,b) =

M) (a,b) :=

Uwaga. Mozna udowodni¢, ze dla dowolnych dwdch srednich istnieje dokladnie
jedna ich Srednia niezmiennicza. Na ogdl nie daje jej sie zapisaé efektywnym
wzorem, jednak zawsze jest ona granica tatwego do skonstruowania ciagu
rekurencyjnego. Waznym przykladem zastosowania Srednich niezmienniczych
jest drednia M spelniajaca réwnanie M o (A, G) = M, zwana Sredniq
arytmetyczno-geometryczng. Otrzymuje sie ja ze wzoru

n bn .
M(a,b) = lim a ;r = lim v/anbn,
gdzie ciag (an,bp)52, okreslony jest rekurencyjnie:
an + by
(a’OabO) = (a’a b)7 (anJrlaanrl) = < 2 ) anbn) ) n:()vla"'v

czyli M(a,b) = limy,_o0 (4, G)"(a,b), gdzie (4, G)™ oznacza n-ta iteracje
odwzorowania (A, G). W 1799 roku Gauss zauwazyt, ze przyblizenia $redniej M
pozwalaja na szybkie obliczanie pewnych calek eliptycznych.
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