Rozwigzanie zadania M 1140.
Wybierzmy dowolng osobe A oraz
rozpatrzmy zbiér Z4 tych wszystkich
oséb, ktore znaja osobe A. Jesli wszystkie
osoby ze zbioru Z 4 znaja sie, to
wybieramy dowolne trzy osoby B, C, D

z tego zbioru. Wtedy kazde dwie osoby
ze zbioru {A, B, C, D} znaja sie, a zatem
mozemy je posadzié¢ przy okraglym stole
zgodnie z warunkami zadania.

Zalézmy wiec, ze w zbiorze Z 4 istnieja
Ja.
Osoba B zna osobe A, nie zna osoby C,

dwie osoby B i C, ktére si¢ nie zn

a zatem wsrod pozostaltych 17 oséb

musi ona mieé¢ co najmniej dziewieciu
znajomych. Réwniez osoba C wéréd

tych samych 17 0oséb ma co najmniej
dziewieciu znajomych. Stad wynika, ze

w tej grupie 17 oséb istnieje osoba D,
ktéra zna zaréwno B, jak i C. Wystarczy
teraz posadzi¢ osoby A, B, C, D pray
okraglym stole w tej wlasnie kolejnosci.
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Lepsze utamki
1517

1073

o wczesniejsze rozlozenie licznika i mianownika na czynniki pierwsze, dtugo

Gdy wystartujemy do utamka ze sposobem na skracanie opartym

146°

Oto niezawodna metoda, ktéra — przy okazji — pokazuje jeszcze jedna postac,
jaka mozna nadawac¢ utamkom. Przepis jest prosty: wylacz catosci, to, co ci
zostalo, odwréé do gory nogami, znéw wytacz calodci, znéw odwroé do goéry
nogami i dalej powtarzaj to (byé moze bez kofica). Sprébujmy.

bedziemy szukali tego rozktadu. Podobnie bedzie z utamkiem

1571 444

1073 1073

=1+ 1 1+ 1 1+ 1 1+ L

= 518 — T = i = 5T 1
185 2_*_?_4’ 2_’_%

Otrzymalismy inna, bardziej fantazyjna posta¢ ulamka: utamek tancuchowy.
Gdy nie mamy ochoty na takie, zuzywajace wiele papieru, graficzne figle,
zapisujemy to tak: (1;2,2,2,2), ale tymczasem sprébujmy przeksztalcaé ten
utamek z prawej na lewo:
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Jak widaé¢, wykonujac te operacje tam i z powrotem, skréciliSmy utamek: to,
przez co skrocil sie ostatni ulamek przy rozwijaniu w utamek tancuchowy
(czyli 37), to wladnie najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 1517 i 1073. Nie
bedziemy dowodzili, ze tak bedzie sie dzialo zawsze (pierwszy dostrzegt to
Teajtetos z Aten w czasach Peryklesa, czyli 2400 lat temu). Sprawdzimy tylko,
co ta metoda przyniesie w przypadku drugiego z utamkéw wymienionych

na poczatku. Nie bedziemy tu wypisywali kolejnych postaci pojawiajacych

sie przy rozwijaniu tego utamka w utamek tancuchowy, lecz tylko kolejno
pojawiajace sie wyniki, powstajace przy odwracaniu poprzednio otrzymanych
utamkéw wiasciwych:
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Otrzymalisémy zatem utamek lancuchowy (5;3,1,1,3,1,1,2), ktéry kazdy chetny
moze sobie zapisa¢ w rozwinietej formie (gdy tylko ma duzo wolnego miejsca).
Ale do rzeczy — rozwijany utamek okazatl sie nieskracalny — zaden z wypisanych

przed chwilg ulamkéw nie skracat sie.
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Obserwujac cho¢by te dwa obliczenia, tatwo wywnioskowaé, ze kazda liczba
wymierna rozwija sie w skoficzony utamek tancuchowy (o ilez to piekniej, niz

z mlodszymi o tysiaclecie utamkami dziesietnymi). Ale w utamki tancuchowe
mozna rozwija¢ tez i inne liczby. Co wiecej — robi sie to w ten sam sposéb. Oto
przyktad:

V2=1+(W2-1)= 1 ) )

=1+ =1+ =...=1+
V241 2+ (V2 1) 2+2%1

+7
2+ 71—

(mam nadzieje, ze kazdy wie, iz (v2 — 1) i (v/2+ 1) to wzajemne odwrotnosci).
A to, co po wielokropku, wynika z faktu, ze gdy w obliczeniach pojawi si¢ po raz
drugi ta sama liczba (u nas byta to liczba (v/2 — 1)), dalsze obliczenia beda sie
powtarzaly. Otrzymalidémy utamek tancuchowy okresowy z powtarzajaca si¢ stale
dwdjka, co sie zapisuje (1;2). Podobny przyklad jest rozpatrywany w zadaniu
o opornikach (w Malej Delcie). Bez opornikéw stwierdzamy (stosujac te sama
metode, co poprzednio), ze
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czyli (0;1).
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Utamki tancuchowe okresowe to rozwiniecia niewymiernych pierwiastkéw
rownan kwadratowych o wspélczynnikach catkowitych. Znéw nie bedziemy tego
dowodzili, tylko obejrzymy przyklad tego, jak to sie dzieje. Moze to by¢ ostatni
z rozpatrywanych przykladéw (jesli jakie$ obliczenie mozna wykonaé na kilka
sposobéw, to staje si¢ ono bardziej poprawne — prawda?). Zauwazmy, ze
1
gdy :1:—1+1+ 11 , to $_1+x'
R

Zatem z(1 +x) =1, czyli 22 + 2 — 1 = 0, skad mamy (wobec dodatniogci
V5 -1

5

Metoda rozwijania w ulamek tancuchowy stosuje sie nie tylko do liczb. Oto
przyklad geometrycznego (!) obliczenia stosunku przekatnej kwadratu do jego
boku. W kwadracie ABC D rysujemy ¢wiartke okregu o srodku A i promieniu
AB. Przecina ona przekatng AC w punkcie E. Przed dalszym rysowaniem

D A trzeba zauwazyé, ze BS = SE = ET =TD = EC (bo styczne z jednego punktu

do okregu sa jednakowej dlugoéci, rysunek jest — jak dotad — symetryczny,

a SCT to poléwka kwadratu, oczywiscie mniejszego). Teraz rysujemy p6lokrag

o srodku S i promieniu SB. Wobec poprzedniego spostrzezenia przechodzi

+ on przez E. Oznaczmy drugi koniec jego $rednicy przez F. Teraz liczymy jak

poszukiwanego pierwiastka) z =

T poprzednio (wylaczanie calosci i odwracanie)
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Trzecia z rownosci bierze si¢ z podobienstwa trojkatéw CBE i CEF: maja kat
przy wierzchotku C' wspélny, a ponadto kat CBE, czyli FBE (jako wpisany

w mniejszy okrag), jest réwny katowi FEC (jako dopisanemu opartemu na tym
. W samym tuku — dla nieznajacych tego pojecia objasnienie na marginesie).

A poniewaz stosunek CE do CB sie powtarza. . .

Najwazniejsza bodaj wlasno$é utamkow tancuchowych odkryl Lagrange.
Okazuje sie, ze redukt utamka tancuchowego jest najlepszym przyblizeniem

Kat dopisany to kat migdzy st . L
at dopisany to kat miedzy styczny wymiernym rozwijanej liczby. Oto objasnienia uzytych terminéw. Redukt

do okregu a jego cigciwag poprowadzong 41
z punktu stycznosci. Méwimy, ze jest ulamka lancuchowego to on sam obciety do jakiejé dtugosci — np. — jest
oparty na zawartym w jego wnetrzu tuku 29
okregu. reduktem /2 — prawda? Najlepsze przyblizenie wymierne jakiej$ liczby to
) takie przyblizenie, ze lepsze od niego musi mie¢ wiekszy mianownik. Zatem
/4‘ z podanego przed chwila przykladu wynika, ze lepsze przyblizenie wymierne
41 7
V2 niz 29 musi mie¢ mianownik co najmniej 30. A lepsze od 5 musi mie¢
[> O\ mianownik wigkszy od 5 — prawda?
Na koniec jeszcze zwroémy uwage, ze w zapisie utamka tancuchowego oddziela

sie poszczegdlne pozycje przecinkami. Czy mozna byloby tego nie robié (tak,
jak nie robimy tego zapisujac utamki dziesietne)? Otéz nie. Na poszczegdlnych
miejscach moga sie bowiem pojawiaé¢ dowolnie duze liczby. Np. (1;1000, 333) to
tanicuchowy zapis liczby

‘Wobec tego jest réwny, jak widaé
na rysunku, polowie kata $rodkowego + 1 =1+ 333 — 333334
opartego na tym samym luku (katy 1000 + % 333001 333001’

o ramionach odpowiednio prostopadtych), L. . , . .. . e,
a tym samym jest réwny kazdemu z katéw KtOT€] nie ma powodu dyskryminowac. Przy tej okazji mozna przedstawic jeden

wpisanych w okrag i opartych na tym 7 nierozwiazanych dotad probleméw: czy w rozwinieciu tancuchowym liczby /2
samym tuku. wystepuje tylko skonczona liczba réznych wyrazéw?

I jeszcze uwaga natury filozoficzno-historycznej. Dlaczegdz to nie jestesmy
przyzwyczajeni do utamkoéw tancuchowych, dlaczego nie ma ich w szkole? Bo
prawie wcale ich nie uzywamy. A dlaczego ich nie uzywamy? Mozna spekulowaé
na ten temat, sugerujac, ze np. dodawanie utamkéw tancuchowych czy ich
mnozenie to bylby koszmar — ale moze dobrych sposobéw nie ma, bo ich
dostatecznie intensywnie nie szukaliémy? Wydaje sie, ze jedyna nauka plynaca
z takich rozwazan to dostrzezenie, ze ksztalt uprawianej matematyki nie jest

jedyny mozliwy, ze moglo wszystko ulozy¢ sie inaczej.
Marek KORDOS
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