Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
509 (WT =1,29) i 510 (WT = 2,15)
z numeru 11/2005

Pawel Najman — Jaworzno 46,93
Janusz Olszewski — Suwatlki 43,23
Tomasz Rawlik  — Braunschweig 42,36
Adam Dzedzej — Gdansk 38,40

Pawel Najman: ,,44” juz po raz drugi.

W liscie ligowej w Delcie 5/2006
zamienilem WT zadan. Powinno byé
505 (WT = 4,00) i 506 (WT = 1,65).
Przepraszam. MK

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
410 (WT = 2,28) i 411 (WT = 3,03)
z numeru 1/2006

Mateusz Lacki — Krakéw 40,63
Andrzej Idzik — Bolestawiec 33,71
Konrad Kapcia — Czestochowa 28,96
Tomasz Tkocz — Rybnik 24,28
Jacek Konieczny - Poznan 15,22
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 11,29
Jerzy Witkowski — Radlin 11,13

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2006
Przypominamy tresé¢ zadan:

517. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych z, y, dla ktérych kazda z liczb 2z + y, 3z — 2y,
11z 4 9y jest kwadratem liczby catkowitej.

518. Zbiér {1,2,...,3n} zostal podzielony w dowolny sposéb na trzy rozlaczne zbiory n-elementowe
A, B, C (n jest dowolng liczba naturalng). Udowodnié, ze istniejg liczby a € A, b € B, c € C,
z ktorych jedna jest rowna sumie dwéch pozostatych.

517. Jedyng para o wymaganej wlasnosci jest x = 0, y = 0. Dowodd: zaldézmy,
zgodnie z warunkiem zadania, ze

20 +y=u?, 3x—2y=1v% 1lz+9y=w?
dla pewnych liczb catkowitych u, v, w. Otrzymujemy réwnoéé
(%) v? + w? = Tu?.
Gdyby liczby v oraz w byly niepodzielne przez 7, ich kwadraty dawalyby
przy dzieleniu przez 7 reszty 1, 2 lub 4 i réwno$é () nie moglaby zachodzié.
Zatem v, w dziely sie przez 7, ich kwadraty dziela sie przez 72, wiec u dzieli sie
przez 7; dla liczb caltkowitych w; = w/7, v1 = v/7, w1 = w/7 zachodzi réwnosé
analogiczna do (). Kontynuujac to rozumowanie, stwierdzamy indukcyjnie, ze

kazda z liczb u, v, w dzieli si¢ przez 7 w dowolnie wysokiej potedze naturalnej —
a to znaczy, ze u = v = w = 0. Stad takze r =y = 0.

518. Mozna przyjaé, ze liczba 1 jest w zbiorze A, i ze najmniejsza liczba b,
ktéra nie nalezy do A, jest w zbiorze B; liczba a = b — 1 jest wiec w zbiorze A.
Wykazemy, ze wowczas pewna liczba ze zbioru C jest sumg liczby ze zbioru A
i liczby ze zbioru B.

Przypu$émy najpierw, ze zadne dwie kolejne liczby nie naleza do zbioru C'. Zbiér
C’' ={c—1: c € C} jest wiec rozlaczny z C, czyli zawiera sie w sumie AU B.
Przy tym C’ jest zbiorem n-elementowym, nie identycznym z A (bo 1 € A\ C”).
Zatem pewien element ¢’ € C’ nalezy do zbioru B. Liczba ¢ = 1 + ¢’ nalezy do C
i jest suma liczb 1 € A, ¢’ € B; mamy teze zadania.

Pozostaje rozpatrzeé¢ sytuacje, gdy w zbiorze C' jest co najmniej jedna para
liczb kolejnych; niech ¢, d bedzie najwezesniejsza taka para (¢,d € C; d = c+1).
WezZmy pod uwagge liczbe f =d —b.

Jezeli f € A, to réwno$é f + b =d daje teze (f € A,be B,d e C).
Jezeli f € B, to réwno$é a + f = ¢ daje teze (a € A, f € B, c€ C).

Ostatnia mozliwo$¢é: niech f € C. Wtedy liczba e = f — 1 nie nalezy do C (bo
para ¢, d jest najwczesniejsza para kolejnych liczb w zbiorze C'). Oczywiscie

e = c¢— b. W zaleznosci od tego, czy e nalezy do A, czy do B, uzyskujemy
zadane przedstawienie nastepujaco:

Gdy e € A, réwnoé¢ e + b = ¢ daje teze; gdy za$ e € B, rownosé 1 + e = f daje
teze.
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Klub 44

Redagugje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2006

Przypominamy tres¢ zadan:
414. Jednorodna belka jednym koncem opiera si¢ o pionowa Sciane, tworzac z nia kat «, a drugi jej
koniec jest podtrzymywany przez linke tworzaca ze Sciang kat 3 (rys.). Jaki musi byé wspélczynnik
tarcia miedzy belka a $ciang, aby belka nie zsunegta sie¢ w dé6t?
415. W pewnej metodzie rozdzielania dwéch izotopéw A i B pewnego pierwiastka elementarng
operacja jest rozdzielenie 2 moli mieszaniny zawierajacej 2p a4 moli izotopu A na 1 mol mieszaniny,
w ktorej stosunek liczb moli jest r razy wiekszy od wyj$ciowego
PA _ PA
22 .

Pp PB
i 1 mol pozostaloéci. Ponadto na kazdym etapie dopuszczalne jest laczenie (mieszanie) dowolnie
wybranych prébek. Jesli » = 1,03, to ile elementarnych operacji trzeba przeprowadzié¢, aby z 1000
moli mieszaniny o skladzie 50%A i 50%B wyodrebnié 400 moli mieszaniny zawierajacej 80%
izotopu A? Wystarczy odpowiedz przyblizona.
Wskazéwka: Rozwiazanie moze by¢ oparte na obliczeniach komputerowych, albo tez na wzorach
na entropie mieszaniny.

414. Warunek réwnowagi wzgledem obrotu belki wokél punktu oparcia jej
o Sciane pozwala wyznaczy¢ sile napiecia linki
sin «
2sin(a+ )’
gdzie P — cigzar belki. Poniewaz sita nacisku N jest réwna F'sin 3, a sita tarcia

T = P — F cos 3, wiec po przeksztalceniach wyznaczamy minimalng wartosé
wspOlcezynnika tarcia p = T/N = ctg 8 + 2 ctg a.

F=P

415. Entropia mieszaniny dwoch sktadnikow jest dana wyrazeniem
S = —nAlnn—A —nBlnn—B,
n n
gdzie n4 i np sa odpowiednimi liczbami moli, n = ng + np. Wedlug tego
wzoru nalezy obliczy¢ entropie 2 moli mieszaniny wyjsciowej, w ktorej udzialty
skladnikéw A i B wyrazaja sie ulamkami pa = na/n, pp = ng/n. W czesci
swzbogaconej” udzialy A 1 B wynosza — zgodnie z podanym wzorem
DAT
1 —pa+par’
a w czesci ,,zubozonej” mamy

Py = pp=1—pl,

Pi=2pa—ph, pp=1-7ph

t.aczna entropia obu uzyskanych czesci jest mniejsza od powstaje w ten sposéb 49 porcji po 20 moli, a cze$é
wyjsciowej, a réznica S1 = S — S’ — 5" jest miarg efektu wzbogacona pierwszego pojemnika i cze$¢ zubozona
operacji elementarnej. Warto$¢ liczbowa powyzszej ostatniego pozostaja oddzielnie,

réznicy zalezy wprawdzie od udzialéw poczatkowych 3. kazda z 49 porcji zostaje znéw rozdzielona na 10 moli
(od pa), ale wobec przyjetych danych jest to zaleznos$é czescl wzbogaconej i 10 moli czedei zubozonej (490
slaba i mozna przyja¢ S; =~ 0,00018 (dokladniej, elementarnych operacji),

Sy osiaga maksimum réwne 0,00022 dla psy = 0.5, 4. czeéé wzbogacona pierwszej z tych porcji laczy sie

a dla ps = 0,8 jej wartos¢ spada do 0,00014). Teraz z poprzednio pozostawiong czedcia w pierwszym
pozostaje obliczy¢ entropi¢ 1000 moli mieszaniny pojemniku, czeéé zubozona ostatniej - analogicznie

poczatkowe] (Spoc: = 693,1) oraz taczna entropig 400 w ostatnim pojemniku, pozostate lacza sie parami jak
moli mieszaniny o skladzie 80% A i 20% B oraz 600 w punkcie 2.
moli reszty (Skone = 566,7). W wyniku podzielenia

Spocz — Skone Przez S1 otrzymujemy szukang liczbe
elementarnych operacji réwna okoto 700 tysiecy.

Procedure powtarza si¢ do momentu, w ktérym taczna
zawartos$¢ sktadnika A w pierwszych 20 pojemnikach
przekroczy 80% (320 moli) — okazuje sig, ze trzeba

W metodzie ,komputerowej” autor podzielil mieszanine powtarza¢ powyzsza petle 1442 razy, czyli liczba
na 50 pojemnikéw po 20 moli, a w kazdym etapie elementarnych operacji wynosi 1442 -990 ~ 1,4

procedury wprowadzit cztery kroki:

miliona. Liczbe te mozna zmniejszy¢ do okoto 1,3 mln,
pozostawiajac w koncowych etapach tylko operacje

1. zawartos¢ kazdego pojemnika zostaje rozdzielona istotne dla ostatecznego wyniku (w okolicach pojemnika
na 10 moli czeéci wzbogaconej i 10 moli czesci o numerze 20). Czy istnieje lepszy algorytm, ktory
zubozonej (500 elementarnych operacji), pozwoli zblizy¢ liczbe operacji do wymienionej wyzej

2. cze$¢ zubozona n-tego pojemnika zostaje polaczona wartosci 700 tysiecy? Okaze si¢ to po przejrzeniu listow
z czescia wzbogacong pojemnika o numerze n + 1; od Czytelnikéw.
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