Czy losowa liczba jest duza czy mata?  Rafat SZTENCEL*

Oto problem z poprzedniego odcinka. Zadanie jest trudne. Piszacy te stowa nie wie, czy
poradzitby sobie z nim, jako ze poznal je wraz

z rozwiazaniem. Sondaz przeprowadzony wérdéd
znajomych wykazal, ze tylko nieliczni potrafili podaé
pomyst, prowadzacy — po wskazowkach i dyskusji —

Wylosowano niezaleznie i zgodnie z tym samym,
nieznanym nam rozktadem o ciaglej dystrybuancie
(albo wrecz ciaglym, jesli komu$ wygodniej), dwie
liczby rzeczywiste. Pokazano nam jedna z nich. Jesli

prawidlowo odgadniemy, czy jest ona wicksza od do celu.

drugiej, wygramy milion dolaréw. Nietrudno zobaczy¢, Jesli chcemy rozstrzygnaé, czy zademonstrowana liczba
ze mozemy zapewni¢ sobie 50% szans na wygranag. jest duza, czy mala, potrzebujemy punktu odniesienia.
A czy da sie wiecej? Mozemy, na przyklad, poréwnaé ja z zerem (wlasnie

Przy tak duzej nagrodzie warto walczy¢ o kazdy taki pomyst mial jeden 7 ankietowanych).

dodatkowy procent szans.

Niech zatem X7, X9 beda wylosowanymi liczbami, pokazano nam Xj.

Jesli X7 < 0, to uznajemy, ze X7 jest mniejsza od Xo; w przeciwnym razie
uznajemy X za wieksza od Xo. Poniewaz (wspdlny) rozklad X; i Xs ma ciagla
dystrybuante, mozemy ignorowa¢ zdarzenia o zerowym prawdopodobienstwie:
{X1 =0}, {X7 = X} itp. Jest teraz sze$¢ mozliwych uporzadkowan liczb X, Xo
i 0, ktore przedstawimy w tabeli. Plus w ostatniej kolumnie oznacza wygrana,
minus przegrana.

X1 <X2<0| 4+
0< X1 < Xa
X2 <0< Xy
0< X2 < Xy
X< X1 <0
X1 <0< X2
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Uporzadkowania 11 5, 214, oraz 3 i 6 maja réwne prawdopodobienistwa, skad
wynika, ze szansa wygranej minus szansa przegranej jest réwna

P(0 € (min(X1, X2), max(X7, X3))).

Dla pewnych dystrybuant F' powyzsze prawdopodobienstwo bedzie dodatnie,
jesli jednak zero znajdzie sie poza zbiorem wartosci X1 i Xs, nie zyskamy nic.

Jak udoskonali¢ ten sposéb? Nalezy zamiast zera uzy¢ zmiennej losowej Z
o Scisle rosnacej dystrybuancie. Wtedy
P(Z € (min(Xy, X5), max(X1, X2))) > 0.
1

Wykonanie takiego prywatnego losowania daje szanse wygranej wieksza niz 3.
Jedli Z ma ten sam rozklad, co X; i X5, szansa wygranej wzrasta do %, bowiem
wtedy wszystkie uporzadkowania w tabeli maja jednakowe prawdopodobienstwa.

Zadanie powyzsze az sie prosi o rozmaite modyfikacje i uogélnienia. Mozna, na

przyklad, zapytaé, co sie zmieni, gdy rozklad X; (i X3) jest znany. Zastanéwmy

sie, ktory z nielosowych punktéw odniesienia jest najlepszy, czyli dla jakiego a

(*) P(a S (min(Xl,Xg),maX(Xl,Xg))) = P(X1 <a< XQ) + P(X2 <a< Xl)

jest najwigksze. Za pomoca F' (wsp6lnej dystrybuanty X; i X2) latwo wyliczy¢

prawdopodobienstwa dwdch zdarzefn po prawej stronie (x):
PXi<a<Xy)=PXo<a<X;))=P(Xe<a,X;>a)=

=P(Xs<a)-P(X1>a)=F(a)-[1 - F(a)],

a to wyrazenie przyjmuje najwieksza wartosé, gdy F(a) = % Istnienie takiego

a wynika z ciaglodci F. Liczba a (niekoniecznie wyznaczona jednoznacznie)

jest mediang badanego rozkladu. Szansa wygranej wzrasta teraz do

1,1,1,1_3
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Mediana jest jednym z waznych parametréow rozktadu prawdopodobienstwa

(prawie tak waznym, jak warto$é¢ oczekiwana, ktéra na ogdl niewiele sie od

mediany rézni). Mediang zmiennej losowej X nazywamy kazda liczbe a, dla

ktérej 1 1
P(X<a)>§, P(X>a)> 7
“Instytut Matematyki Uniwersytetu Jak widzieliSmy w (%), mediana (tak, jak inne wazne parametry rozktadéw) ma
Warszawskiego pewna wlasnosé ekstremaln@.
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