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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 523, 524

Redaguje Marcin E. KUCZMA

523. Wewnatrz szesciokata wypuklego ABCDEF znajduje sie punkt O,

z ktorego kazdy bok szesciokata jest widoczny pod katem 60°, a ponadto
|OA] > |0C| > |OE| |OB| > |OD| > |OF|.

Udowodnié¢, ze |AB| + |CD| + |EF| < |BC| + |DE| + |FA|.

oraz

524. Ciag liczb dodatnich (z,) spelnia zalezno$¢ rekurencyjna
27(1 — 2zp)zp—12p1 =1 dla n=1,2,3,....

Wykazaé jego zbieznosé i obliczy¢ granice.

Zadanie 524 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 2/2006
Przypominamy tres¢ zadan:

515. W $ciane ABCD sze$cianu o krawedzi 1 wpisany jest okrag w. Wierzchotek E jest koricem
krawedzi AE prostopadtej do AB i AD. Okrag 2 jest opisany na tréjkacie BDE. Obliczy¢ dlugosé
najkrétszego odcinka taczgcego punkt okrggu w z punktem okregu 2.

516. Rozwazamy operacj¢, ktéra uporzadkowanej parze dodatnich liczb catkowitych (a, b)
(2a, b—a) gdy a < b,
(a—b, 2b) gdy a > b.
liczb catkowitych dodatnich i powtarzamy algorytm. Przerywamy, gdy pojawi si¢ para liczb,

z ktérych jedna jest zerem. Scharakteryzowaé te pary poczatkowe (ag, bo), dla ktérych algorytm
zatrzyma si¢ w skonczonym czasie.

przyporzadkowuje pare (a’,b’) = { Startujemy od zadanej pary (ag, bo)

515. Okrag €2 jest podzbiorem sfery opisanej na szescianie;
okrag w jest podzbiorem sfery wpisanej w szkielet
szescianu (stycznej do wszystkich krawedzi). Te dwie

sfery maja wspélny érodek O, a ich promienie sa réwne
odpowiednio R = %\/3, r= %\/5 Kazdy odcinek

0 jednym koncu na jednej sferze, a drugim na drugiej, ma
dtugod¢ niemniejszg niz R — r; a jesli lezy na pélprostej

o poczatku O, wéwczas ma doktadnie dtugosé¢ R — r.
Wykazemy, ze taka sytuacja ma miejsce dla pewnego
odcinka o konicach na okregach €2 i w. Okrag w jest styczny
do odcinkéw CB i CD w ich érodkach M i N. Poniewaz

O jest srodkiem odcinka C'E, ptaszczyzna M NO jest
rownolegta do BDE; w szczegdlnosci proste OM i ON sa
rownolegte do plaszczyzny BDE.

Niech X bedzie zmiennym punktem, obiegajacym okrag w
(rysunek). Gdy X lezy na dtuzszym tuku M N okregu w,
potprosta OX ™ przecina plaszczyzne BDE. Punkt
przecigcia moze lezeé wewnatrz okregu Q (np. gdy X € w
jest punktem najblizszym punktu A), jak i na zewnatrz

okregu Q (np. gdy X zbliza sie do ktéregokolwiek konca tuku
MN i pétprosta OX ™ tworzy z plaszczyzna BDE kat bliski

zeru).

Zatem przy pewnym potozeniu punktu X € w poélprosta
OX ™ przetnie okrag 2 w pewnym punkcie Y. W mysl
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konkluzji pierwszego akapitu, odcinek XY ma wéwczas
dtugo$¢ R —r = 1(v/3 —/2), i jest to minimalna dlugosé,
jaka moze mieé¢ odcinek o koncach na okregach €1 w.

516. Suma a + b jest niezmiennikiem badanej operacji. Jesli
wigc ap + bo = n, to dalej juz stale b = n — a, co pozwala
wyeliminowa¢ zmienng b:

o — 2a gdy a<n/2,
" 12a—n gdy a>=n/2.
To znaczy, ze a’ jest reszty z dzielenia 2a przez n
(0 < @’ < n—1); drugi element pary, czyli liczba b’ =n —a’,
nigdy nie bedzie zerem.

Pytamy wiec, kiedy iterowane podwajanie zmiennej a
doprowadzi do zera (mod n). Stanie si¢ tak wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnych liczb naturalnych k, ¢ zachodzi
réwnosé 2ag = qn. Réwnowaznie: gdy iloraz
ao

ao + bo
jest liczba dwoéjkowo-wymierng (tzn. liczba postaci 27%q).
Jeszcze inaczej: gdy kazdy nieparzysty dzielnik pierwszy
sumy ao + bo jest jednoczesnie (w co najmniej tej samej
potedze) dzielnikiem obu sktadnikéw tej sumy. Jest to
zadana charakteryzacja.



Klub 44 Zadania z fizyki nr 420, 421
Redaguje Jerzy B. BROJAN

420. W tym samym punkcie P zawieszono na nici o dlugosci [ = 3 cm kule
o promieniu 7 = 5 cm i masie m; = 300 g oraz na odpowiednio dlugiej nici
(zob. rys. 1) ciezarek o masie my = 200 g. Tarcie miedzy kula a ta nicia nie
wystepuje. Obliczy¢ sile napinajaca ni¢, na ktérej wisi kula.

421. Ekran jest rownomiernie o$wietlony swiatlem padajacym na niego

Termin nadsylania rozwiazan: prostopadle. Jak zmieni si¢ natezenie jego o$wietlenia, jesli na drodze promieni
31 VIII 2006 ustawimy pryzmat (rys. 2) o kacie tamiacym « ze szkla o wspdlezynniku

zalamania n? Sciana, na ktora pada $wiatlo, jest rownolegla do ekranu. Pominaé

odbicie $wiatta od Scian pryzmatu.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 2/2006

Przypominamy tres¢ zadan:

412. Proces fermentacji win musujacych trwa jeszcze — jak wiadomo — po rozlaniu ich do butelek
i zakorkowaniu, przy czym powstaje metny osad, ktéry usuwa sie na ostatnim etapie produkcji wina.
Dokonuje si¢ tego nastepujaco: butelka jest wtedy przechowywana szyjka do doltu, zatem osad skupia
si¢ w szyjce. Szyjke te si¢ zamraza, tak ze przy korku powstaje warstwa lodu, odwraca si¢ butelke
do pozycji normalnej, wyciaga korek wraz z lodem i zawartym w nim osadem i korkuje butelke
ponownie. Wino jest wtedy juz nasycone dwutlenkiem wegla pod ci$nieniem. Dlaczego wigc przy
otwieraniu butelki wino si¢ nie pieni i nie ,ucieka” z butelki, tak jak podczas zwyklego otwarcia?
Rys. 1

413. Na dwéch walcach obracajacych
si¢ w przeciwne strony polozono

N
l

jednorodny klocek (rys. 3) tak, ze jego h
$rodek byl poczatkowo nieco blizej

« jednego z walcow. Odleglosé osi walcéw
jest réwna d, wysoko$¢ klocka — h,

—

a wspoélcezynnik tarcia walcow o klocek
— f. Poda¢ warunki, przy ktérych ruch

klocka jest harmoniczny i obliczy¢ okres ——
drgan. Rys. 3 d

412. Mamy tu do czynienia ze stanem réwnowagi nietrwalej, podobnym

do wody przegrzanej albo przechlodzonej. Dowodem na to jest fakt, ze lekkie
2 stukniecie w otwarta butelke powoduje ,katastrofe” — gwaltowne spienienie sige
Rys. 2 wina. Podobnie mozna wywotaé¢ gwaltowne wrzenie przegrzanej wody.

413. Oznaczmy mase klocka przez m, a sity nacisku klocka na walce przez
Ny i Ns. Sily tarcia sa dane wzorami
Ty =[N, Tp= [Ny,
a przy zalozeniu malej amplitudy drgan sa one skierowane stale do $rodka
(réwnowaznie mozna przyjaé, ze predko$é obrotu walcéw jest odpowiednio
duza). Oprécz oczywistego warunku
N1 + N2 =mg

sity musza tez spelnia¢ réwnanie wynikajace z braku obrotu klocka, tzn. suma
ich momentow wzgledem $rodka masy jest rowna zeru

d d h
N (5—33) - No (54—3@) :(Tl_T2)§a

gdzie x jest przesunieciem klocka wzgledem polozenia réwnowagi. W wyniku
przeksztalcen otrzymujemy wzoér na wypadkowa site dzialajaca na klocek

2emgf
Fwyp =T -1 = m
Sita ta jest — jak wida¢ — proporcjonalna do wychylenia, a jesli spelniony jest
Czoléwka ligi zadaniowej warunek d > fh, to jest skierowana w strone polozenia rownowagi i wtedy

Klub 44 F . . . . , .
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadar rzeczywiscie ruch klocka jest harmoniczny. Okres T jest réwny 2m+/m/k, gdzie

408 (WT = 1,26) i 409 (WT = 2,99) Kk jest wspélczynnikiem przy x w powyzszym wzorze, tzn.
z numeru 12/2005

Mateusz Lacki  — Krakéw 40,63 T =971 d__fh

Andrzej Idzik  — Bolestawiec 29,70 2gf

Konrad Kapcia — Czestochowa 28,96 . . L. , . . .
Tomasz Tkocz  — Rybnik 23.14 Jesli d < fh, to klocek postawiony poza polozeniem réwnowagi przestanie sig
Jacek Konieczny — Poznan 15,22 opiera¢ na jednym z walcéw i przewrdci sie.
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