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Calkowanie numeryczne Jerzy GINTER®

1. Wstep

Jak wiadomo, wartos$é calki oznaczonej funkcji dodatniej y = f(x) jest réwna
wartodci pola zawartego miedzy wykresem funkcji a osia = (rys. 1). Obliczanie
tego pola moze napotkaé trudnosci co najmniej w dwoch przypadkach:

1. jezeli Czytelnik — na przyklad uczen gimnazjum — nie zna rachunku
catkowego;

2. jezeli funkcja pierwotna F' funkcji f nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne.

W takich przypadkach moze okazaé si¢ przydatna umiejetno$é¢ przyblizonego
numerycznego catkowania.

Omoéwimy tu tylko trzy najprostsze metody takich obliczen. W kazdej z nich
interesujace nas pole przybliza sie szeregiem pionowych paskow o jednakowej
szerokosci Ax; mozna przy tym oczekiwad, ze dla ,,przyzwoitych” funkcji
doktadnos¢ uzyskanego wyniku bedzie rosta ze zwickszaniem gestosci podziatu,
czyli zmniejszaniem wielkosci Az. Omawiane metody réznia sie sposobem
przyblizonego obliczania pola S paska. Uméwmy sie od razu co do numeracji:
pole S, zawarte jest pomiedzy x,—1 a x,.

Jezeli interesuje nas calka oznaczona, nalezy po prostu obliczyé¢ sume

pol S, dla interesujacego nas zakresu x. Jezeli chcemy uzyskaé¢ funkcje
pierwotng F', trzeba obliczaé¢ kolejno sumy pél od lewego brzegu rozwazanego
przedziatu zo do wartosci x,, = x¢ + nAx. Jest to réwnowazne algorytmowi
F(zy) = F(zp_1) + Sn.

2. Metoda prostokatow

Rozwazmy fragment omawianego pola, ktérego podstawe stanowi odcinek
zawarty miedzy x; i x, = 2; + Az (rys. 2). Metoda prostokatéw polega

na przyblizeniu pola S wyrdznionego przez nas fragmentu przez pole prostokata
Sp o wysokosci rownej wartosci funkcji w $rodku przedzialu, czyli w punkcie

o wspolrzednej xs = z; + % = MTI” Oznaczmy wartos$é tej funkcji symbolem
ys = f(z + &%) = f(%) Pole prostokata jest wiec réwne

Sp = ysAx = f(iﬂ)Az

Przyklad. Oszacujmy doktadnos$é tego przyblizenia na prostym przyktadzie.
Rozwazmy funkcje f(z) = 22 na przedziale (1,2) (rys. 3). Dokladna wartosé
szacowanego pola dana jest catka
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h(z)|% oznacza h(b) — h(a).

W metodzie prostokatéw przyblizona wartosé tego pola to

Sp— (2)2-1:2:2,25.

Metoda prostokatow daje wiec w tym przypadku wynik za maly. Réznica
w poréwnaniu z wynikiem doktadnym jest réwna

7 9 28-27 1
S=Sr=3-1T "1 T 1
Blad wzgledny jest wiec réwny &5 : 2 = L ~ 0,036 = 3,6%.

3. Metoda trapezéw
Metoda polega na przyblizeniu interesujacego nas pola .S polem trapezu St
o lewej podstawie y; = f(x;) 1 prawej podstawie y, = f(z,) (rys. 4). Wartoéé
tego pola jest réwna

Sy = Y ;ypr _ f(@) "2' f(xp)Ax.
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Rozwigzanie zadania M 1136.

Niech M i N beda odpowiednio $rodkami
odcinkéw AB i PQ. Prosta M N

jest réwnolegta do podstaw trapezu
prostokatnego ABQP, a wigc jest
prostopadta do prostej PQ.

Poniewaz { ADB = { AEB = 90°,
wigc punkt M jest srodkiem okregu
opisanego na czworokacie ABDE. Stad
trojkat DM E jest rownoramienny,
czyli DN = NE. Réwnosé ta wraz

z zaleznoécig QN = NP daje teze.

Przyklad. Oszacujmy dokladno$é metody trapezéw na tym samym przyktadzie
co poprzednio (rys. 5). Warto$é¢ szacowanego pola w metodzie trapezéw jest
réwna
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Otrzymalismy wiec wynik za duzy — o pole figury zakreskowanej na rysunku 5.
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Btad wzgledny jest wiec réwny % :

Widzimy, ze metoda prostokatow jest w tym przypadku doktadniejsza
niz metoda trapezéw (co moze na pierwszy rzut oka wydawaé sie dziwne,
bo linia tamana wydaje sie lepiej przybliza¢ krzywa f(x) niz ,schodki”).
W rozpatrywanym przyktadzie btad pierwszej z tych metod jest dwa razy
mniejszy niz drugiej.

4. Metoda Simpsona
Podsumujmy: dla funkcji wypuklej, jaka jest f(z) = 22 (tak!, w matematyce
funkcjami wypuklymi nazywa sie te, ktérych wykresy leza w calosci pod ich
dowolnymi siecznymi), metoda prostokatéw dala wynik za maly z pewnym
bledem. Metoda trapezéw dala wynik za duzy — z bledem dwa razy wigkszym.
Przyblizmy wiec to pole S polem Sg, ktory jest $rednia wazona:

Lyt ypn, vty tays

2 1 2
Ss=28p+ =Sy =y Azt -
$ = goP T goT = gl AT 3T 6

_ f@) + f($6p) + 4f($s)Az.
Przedstawiony tu sposob przyblizania nazywamy metoda Simpsona.

(1)

Dla funkcji f(x) = 22 z poprzednich przyktadéw metoda Simpsona daje wynik
doktadny:

1+4+4-9 7
Sg=—"—2.1="—.
6 3
Wrécimy do tej sprawy jeszcze w dalszej czedci tekstu.

1
5. Catkowanie funkcji —
T

Zastosujmy omoéwione metody do calki f(z) = z%, ktéra pojawia sie przy
obliczaniu pracy w polu grawitacyjnym czy elektrostatycznym. Wybierzemy
przedzial zmiennej x zawarty pomiedzy 1 a 2 i podzial Ax = 0,2. Uzyskane
wyniki przedstawia wygenerowana w Ezcelu tabela. Szczegdly Czytelnik znajdzie
w programie Kulomb na stronie internetowej Delty; tu przytaczamy tylko wyniki
ostateczne. Trzecia kolumna, oznaczona Fp(x,,), przedstawia wartosci funkcji
pierwotnej F' obliczone metoda prostokatéw. Czwarta, czyli Fr(x,) — obliczona
metoda trapezéw. Piata, Fs(x,) — metoda Simpsona. A szésta — wyniki $ciste,
opisane wzorem

x

1 1
Flz)= [ wdt =—-
() e .

1

=1--.
1 X

Tn | Fp(xn) Fr(xn) Fs(zn) 1— %
1 0 0 0 0

1,2 | 0,165289 | 0,169444 | 0,166674 | 0,166667
1,4 | 0,283632 | 0,289909 | 0,285725 | 0,285714
1,6 | 0,372521 | 0,379992 | 0,375012 | 0,375
1,8 | 0,441725 | 0,449919 | 0,444457 | 0,444444
2 0,497127 | 0,505783 | 0,500012 | 0,5

gl |lw v~ |lo]|3

Wida¢, ze — podobnie jak w poprzednim przykladzie — metoda prostokatow daje
wynik za maly. W ostatnim wierszu blad wynosi 0,6%. Metoda trapezéw daje
wynik za duzy — analogicznie o okolo 1,2%. Natomiast btad metody Simpsona
wynosi okolo 0,0024%; dokladno$é tej metody jest wiec w tym przykladzie
przeszto 200 razy wieksza niz metody prostokatéw.
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6. Catkowanie funkcji sin(z?)

Przyktad poprzedni mial znaczenie dydaktyczne. Metody numeryczne sa
przydatne przede wszystkim wtedy, kiedy funkcja pierwotna interesujacej nas
funkcji f, czyli funkcja F', nie wyraza si¢ przez funkcje elementarne. Mozemy
wtedy do obliczania wartosci F(x) postuzy¢ sie algorytmem wykorzystujacym
ktéras z wyzej oméwionych metod. Na przyklad, korzystajac z metody
Simpsona, mozemy napisac

Az

F(an) = Flan-1) + = (f(scn_n + f () +4f(%172+%)>,

gdzie x,, = nAz.

Jako przyklad program sin(z2) przedstawia wynik takiego catkowania dla funkcji
sin(2?) (rys. 6).
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7. Jeszcze o metodzie Simpsona

Metoda Simpsona polega na przyblizeniu catkowanej krzywej odcinkami
parabol, przechodzacymi przez tréjki punktow, ktérych wspdlrzedne w skréocie
nazywalismy (z7,y1), (s, Vs), (2p, yp) (rys. 7). Wybierzmy na chwile poczatek
ukladu wspélrzednych w §rodku przedzialu (x;,x,) i przyblizmy calkowang
funkcje parabola f(z) = ax?® + bx + c. Wynikaja stad wzory:

ys:f(O):c;

A Az2 A
(2) yp:f(Tx):a—x—FbTx‘i‘C;

4
Ax Ax? Ax
(3) ylf<7> 7(1_4 7b7+c
Dodajac (2) i (3) stronami, otrzymujemy

Az? Az?
Y+ yp = QaT + 2c = 2GT + 2ys.

—Az/?2 Az/2 = Po prostych przeksztalceniach uzyskujemy (patrz tez rysunek 7)
Rys. 7 aA:CQ 0 + Yp — 2y,
4 2 '
Pole pod omawianym wycinkiem paraboli jest réwne
Ax/2 Ax/2 Ax/2 Ax/2
Sg = / (az?® 4+ bx + ¢)dx = / az® dx + / br dx + / cdx =
—Ax/2 —Ax/2 —Ax/2 —Ax/2
8 |Ac/2 2 (Az\® 2 (Az\* (A
=], H0+enr=3a (7:0) tedr=za (7:0) <7z) oA =
1 A 2 1 - 2 S 4 S
= <§aTx +c> Az = <§yl+y+y +ys> Az — WACE'

Otrzymalismy zatem wzoér (1). WyjasniliSmy w ten sposéb, jaki byl sens
przyjetego wyzej ad hoc przyblizenia, prowadzacego do metody Simpsona.
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