Zosia 1 Tadeusz na zakupach albo gry logiczne rozrézniajgce grafy
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Wyobrazmy sobie dwoje ludzi, Zosi¢ i Tadeusza, ktérzy
rozmawiajg o dwoch sklepach spozywczych. Tadeusz
uwaza, ze sklepy niczym istotnym si¢ nie réznia,
podczas gdy Zosia twierdzi, ze jej sklep jest lepszy

(a w kazdym razie r6zny) od sklepu Tadeusza. Oboje
byli w obu sklepach.

Zosia: Do mojego sklepu jest bardzo wygodny dojazd,

i autobusem i samochodem.

Tadeusz: Do mojego tez jest wygodny dojazd, i autobusem

i samochodem.

Zosia: Ale do twojego sklepu od przystanku autobusowego
trzeba przej$é przez Swiatla.

Tadeusz: A do twojego to nie? Tez masz zaraz za przystankiem
pasy i sSwiatla.

Zosia: W moim sklepie moge wzia¢ wozek przy wejéciu

i zostawi¢ go po zakupach na parkingu kolo samochodu.
Tadeusz: W moim sklepie tez tak jest.

Zosia: Ale ja po wejsciu mam blisko do najciezszych towaréw:
wody, sokéw, mleka, ktére powinny by¢ na dnie wézka. Bardzo
dobrze to zostalo pomyslane.

Tadeusz: U mnie tez kto$ o tym pomyslal i tez tak jest.
Zosia: A ja mam zaraz po tym $wieze pieczywo.

Tadeusz: U mnie tez zaraz za ciezkimi towarami jest dzial

ze Swiezym pieczywem.

I tak dalej, i tak dalej. Az w koncu albo bedzie tak, ze
Zosia odkryje jakas réznice:

Zosia: Ale u ciebie dzial z owocami jest bardzo $ciéniety

w kacie, jest maty wybdér owocow i w dodatku sa bardzo
poobijane.

Tadeusz: ...!? No tak, trzeba przyznaé, ze dzial owocowy
w twoim sklepie jest znacznie lepszy. Masz racje, Zosiu.

I bedziemy wiedzieli, ze te sklepy nie sa takie same,
albo tez Zosi nie uda sie znalez¢ niczego istotnego, co
by odroéznialo jeden sklep od drugiego:

Tadeusz: Wykonala$ juz n préb wykazania, ze nasze sklepy sa
rozne. Gdyby tak bylo, to do tej pory odkrytabys$ jakas réznice.
Zatem musisz przyznaé, ze sg takie same.

Zosia: ... ? Masz racje, Tadeuszu.

Istota takiej rozmowy jest pewna gra, w wyniku ktorej
dwaj gracze — Tadeusz i Zosia, probuja ustali¢ na ile
pewne dwie struktury sa podobne. Jesli po kolejnych
kilku prébach gracze stwierdza istotna réznice, Tadeusz
przyzna racje Zosi, w przeciwnym razie Zosia w koncu
przyzna racje Tadeuszowi.

W matematyce struktury, ktére sa by¢ moze rozne,
ale nie réznig sie¢ zadnym istotnym szczegdlem
nazywamy izomorficznymi. Ale rozwaza sie

takze stabsze formy podobienstwa. Gry wymyslone
pieédziesiat lat temu przez polskiego matematyka
Andrzeja Ehrenfeuchta sg niejako matematycznym
modelem przytoczonej wyzej rozmowy i nadaja sie
bardzo dobrze do rozrézniania struktur réznych
rodzajow.

W tym artykule przyjrzyjmy sie strukturom, ktére
matematycy nazywaja grafami. Przypominajg one
nieco plan sieci kolejowej lub metra, a moze plansze
jakiej$ gry. Graf sklada sie z punktow, z ktorych
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niektore polaczone sa krawedziami. Jednak ani ksztalt
krawedzi, ani jej dlugo$¢ nie maja dla nas znaczenia.
Krawedz jest to po prostu para (nieuporzadkowana)
dwdéch réznych punktoéw. Co wiecej, utozsamiamy grafy
rozniace sie jedynie ,nazwami” punktéw.

Krawedzie mozna takze przedstawié¢ jako relacje dwuargumentowsa

E na zbiorze punktéw: symetryczng (tzn. E(z,y) = E(y,x))

i przeciwzwrotng (tzn. - E(x,x)). W ogdlnosci rozwaza sie

takze tzw. grafy zorientowane, gdzie E jest dowolng relacja
dwuargumentows.

Na przyktad rysunek

reprezentuje dokladnie jeden graf, mozemy go
przedstawi¢ w rézny sposob, np. wybierajac punkty
1,2,3 i krawedzie {1, 2}, {2,3}, {3,1} (lub, jesli ktos
woli: punkty a, b, ¢, krawedzie {a,b}, {b, c},{c, a}, itp.).

W gruncie rzeczy, zeby przedstawié¢ graf, nie trzeba go
wecale rysowad, wystarczy okresli¢ punkty i krawedzie.
7 drugiej strony, ten sam graf mozna zwykle narysowaé
na wiele sposobow. Na przyktad graf o punktach
1,2,3,4,5 i krawedziach {1,2},{2,3}, {3,4},{4,5},
{5, 1}, mozemy narysowaé

tak: lub tak:
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Niektére grafy, cho¢ rézne, jestesmy sklonni uznaé
za ,podobne”. Na przyktad, uogélniajac powyzsze
przykltady tréjkata i pieciokata, uznamy za podobne
do siebie wszystkie cykle, czyli grafy, ktére mozna
narysowac jako n-kat, dla pewnego n > 3.

Natomiast graf
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jest do nich raczej niepodobny.
Czy intuicje te mozemy wyrazi¢ w jezyku matematyki?

Opiszemy teraz gre, ktérej wynik doé¢ trafnie wyznacza
stopien podobienstwa dwoch graféw, powiedzmy G

i H. Gra¢ beda nasi dobrzy znajomi — Zosia i Tadeusz,
przy czym, podobnie jak w rozmowie przytoczonej

na wstepie, Zosia bedzie poszukiwala réznicy, a Tadeusz
bronit podobienstwa obu graféw.

Kazdy z graczy dysponuje zestawem kamyczkow,
ponumerowanych 1,2, 3, .... Kamyczki o réznych
numerach sa rézne, natomiast kamyczki Zosi i Tadeusza
nie musza sie odroézniac.



Gra toczy sie w kolejnych rundach. W i-tej rundzie
najpierw Zosia kladzie swoj kamyczek numer ¢ w
dowolnym punkcie jednego z graféw, w ktérym jeszcze
nie lezy zaden kamyczek. Gdyby takiego punktu nie
byto, Zosia przegrywa. Jesli Zosia wykona swéj ruch, to
z kolei Tadeusz ktadzie swdj i-ty kamyczek w pewnym
wolnym punkcie pozostalego grafu. Gdyby takiego
punktu nie byto, Tadeusz przegrywa.

W ten sposéb po i rundach i kamyczkéw kazdego

z graczy lezy juz w punktach jednego lub drugiego
grafu. Po kazdej rundzie sprawdza sie zgodnosé
kamyczkowan”. Ot6z, jesli w ktorymkolwiek z grafow
kamyczki o numerach k i ¢ leza w punktach potaczonych
krawedzia, a w pozostatym grafie tak nie jest, to
Tadeusz przegrywa (Zosia wykazala réznice).

Zauwazmy, ze jesli Tadeusz nie przegral w ciaggu
n rund, to w kazdym punkcie obu graféw lezy juz
jakis kamyczek. Ale wtedy G 1 H okazaly sie tym
samym grafem (w jezyku matematyki méwimy, ze G
i H sa izomorficzne)! Mianowicie grafem o punktach
1,2,...,n i krawedzi {j, k} wtedy, gdy kamyczki j i k
leza na sasiednich punktach w grafie G (ale tak samo
jest w grafie H, skoro Tadeusz nie przegral do tej pory).
Ogédlnie, jesli Vi i Va sa zbiorami wierzchotkéw graféw G i H, a E;
i Fo odpowiednio zbiorami ich krawedzi, to izomorfizmem jest funkcja
wzajemnie jednoznaczna f : Vi — Va, taka, ze {p, ¢} € E1 wtedy
i tylko wtedy, gdy {f(p), f(q)} € E2. Grafy sg izomorficzne, kiedy
istnieje taki wladnie izomorfizm.
W przeciwnym razie, minimalna liczba rund, w ktérej
Zosia moze pokonaé¢ Tadeusza (jakkolwiek dobrze by
sie bronil), jest miara podobienstwa graféw: im mniej
podobne sg grafy, tym szybciej Zosia ,odkrywa roéznice”.
Czytelnik moze sprébowaé wykazaé, ze jesli dwa grafy skoriczone nie
sa izomorficzne, to Zosia wygrywa gre. Dla graféw nieskonczonych tak
by¢ nie musi.
Zachecamy Czytelnika, by przed dalsza lekturg rozegral
partie na nastepujacych grafach:

G H
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Zosia moze wygraé¢ juz w dwéch rundach, jesli swoj
pierwszy kamyk potozy w ,centralnym” punkcie
grafu G. W drugiej rundzie Zosia wybierze graf H,
gdzie polozy swéj kamyk ,na przekatnej” kamyka nr 1
(potozonego przez Tadeusza). Latwo zauwazy¢, ze
Tadeusz nie ma juz dobrego ruchu, bo wszystkie wolne
punkty w G sa polaczone z pozycja 1.

G H
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Zrobimy teraz obserwacje ogdlniejsza. Odcinkiem —,
nazwiemy graf o n punktach 1,2,...,n i krawedziach
{1,2},{2,3},...,{n — 1,n}. Oto przyklad —s:
o—O—0—0——0——0
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Pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie sprawdzenie,
ze jesli G jest dowolnym cyklem, a H dowolnym
odcinkiem, to Zosia wygrywa najpoznie; w 3 rundach.

Jak moze si¢ wydawaé, znalezliémy uzyteczna miare
podobienstwa (lub ,réznosei”) dwoch struktur. A jednak
sprawa nie jest taka prosta. Co mianowicie powiemy

o parze grafow, gdzie G jest cyklem o 2n punktach,

a H sktada sie z dwoch roztacznych cykli o n punktach?
Oczywiscie, G i H sa tu takze ,calkiem niepodobne”,

a wiec Zosia powinna szybko wygraé. A jednak intuicja
nas myli. W pozostalej czesci artykutu postaramy sie
wykazaé, ze dla kazdego m, Tadeusz moze ,utrzymac
si¢” przez m rund, o ile tylko G i H sa dostatecznie
duze wzgledem m.

Niech (O, oznacza cykl o n punktach, a (), O, graf
otrzymany jako suma roztacznych kopii O, i Q. Oto

na przyktad O3Os:
\ \O/ /

Twierdzenie. Tadeusz moze tak grac¢, by nie przegrac
w n rundach gry na grafach O, 1 Ok, Ok,, 0 ile tylko
m, kl, kQ 2 3.
Oszacowanie 3" zostalo wziete z naddatkiem, dla wygodnego dowodu.
Czytelnik moze podjaé prébe znalezienia lepszego (tzn. mniejszego)
oszacowanila.
W dowodzie przydadza si¢ grafy nieskonczone. Linig
nazwiemy graf, ktérego punktami sa wszystkie
liczby calkowite, a krawedzie sa postaci {i,7 + 1}
dla wszystkich ¢; graf ten oznaczamy -—-. Glownym
pomystem naszego dowodu jest podobienstwo ,duzego”
cyklu do linii.

rrrrrrr 3— 22— 1—0—1—2—— 3
Przydatny bedzie réwniez graf, ktéry otrzymamy z linii
przez wyjecie zera i wychodzacych z niego krawedzi
{-1,0},{0,1}.
Oczywiscie, ten sam graf moglibyémy uzyska¢ usuwajac tylko jedna
dowolng krawedz, ale wygodnie jest nam pozby¢ sie wlasnie zera, dla
sprawnego liczenia w dowodzie Lematu 1.
Graf ten nazwiemy ramionami i oznaczymy .
O ramionach myslimy jak o grafie nieskonczonym
yhasladujacym” odcinek, dlatego wygodnie jest
narysowac go tak:

11— —2—— 3

Liczby niedodatnie stanowia lewe ,rami¢”, a liczby
dodatnie — prawe.

Krancem w grafie nazwiemy punkt, ktéry ma tylko
jednego sasiada. Powiemy, ze Tadeusz respektuje krance
jesli kladzie swéj i-ty kamyczek na krancu wtedy i tylko
wtedy, gdy Zosia zrobita podobnie ze swoim ¢-tym
kamyczkiem.

Lemat 1. Tadeusz moze graé respektujac krance
i nie przegra¢ w k rundach gry na —,, i i, o ile tylko
m > 3.



Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem k.
Przypadki k£ = 11 k = 2 pozostawiamy Czytelnikowi.
Przypu$émy, ze mamy juz teze lematu dla k i rozwazmy
m > 3kt Okredlimy odpowiedZ Tadeusza na ruch Zosi
w pierwszej rundzie. Jak si¢ okaze, dalej bedzie juz
mozna skorzystaé z zalozenia indukcyjnego. Przyjmijmy,
ze punktami odcinka —,,11sa 1,2,...,m+ 1.

Rozwazmy najpierw przypadek, ze Zosia polozyla swéj
kamyczek nr 1 w odcinku, w punkcie p. Przypu$émy,
ze blizszym krancem jest 1, tzn. p — 1 <m —p

(w przeciwnym razie argument jest podobny). Wtedy
Tadeusz kladzie swéj kamyczek w tej samej odleglosci
od kranca (na przyklad) —1 w <, czyli na pozycji —p.
Dlaczego wlasnie tak?

Czedci lezace ,na lewo” od kamyczka 1 sa w obu grafach
identyczne, a zatem Tadeusz moze na nich graé¢ po
prostu wiernie nasladujac ruchy Zosi. Respektowanie
krancéw gwarantuje zgodnos¢ z kamyczkiem numer 1.

Z kolei czes¢ odcinka —,, 41 lezaca na prawo od
kamyczka nr 1 stanowi pewien odcinek o co najmniej
3% punktach, natomiast podgraf grafu > lezacy

na prawo od kamyczka nr 1 jest, z doktadnoscia do
przemianowania punktéw identyczny z <. A zatem

z zalozenia indukcyjnego (pozostalo juz tylko m
rund!), Tadeusz ma strategiec wygrania réwniez na tych
czesciach. Skladajac strategie na lewych i prawych
czedciach, Tadeusz moze bezpiecznie rozegraé pozostale
m rund.

7 kolei przypusémy, ze w pierwszej rundzie Zosia
potozyla kamyczek nr 1 na pewnej pozycji p w <.

Jedli jej odleglo$é od kranca jest co najwyzej mTH, to
Tadeusz moze polozyé swoj pierwszy kamyczek w tej
samej odleglosci od kranca odcinka i dalej argument
przebiega podobnie jak poprzednio.

Jedli jednak odleglos$¢ pozycji p od kranca > jest
wieksza niz potowa m + 1, Tadeusz kladzie swdj
pierwszy kamyczek na pozycji ¢ ,w $rodku” odcinka,

w ten sposéb, by na lewo i na prawo od pozycji ¢ mieé
odcinki dluzsze niz 3".

Otrzymujemy znowu dwie pary struktur: ,dtugi”
odcinek i >, z czym juz umiemy sobie poradzi¢, oraz
dwa odcinki dtuzsze niz 3*, nazwijmy je I; i I,. Tu
roéwniez mozemy skorzystaé z zalozenia indukcyjnego,
cho¢ w nieco subtelniejszy sposéb. Wiemy mianowicie,
ze Tadeusz wygrywa m rund (respektujac krafice)

na parach graféw (I7,1<) oraz (I2,<). To juz wystarczy,
by wygraé réwniez na (11, I). Kiedy mianowicie Zosia
ktadzie swoj kamyczek powiedzmy w Iy, Tadeusz
patrzy, jak odpowiedzialby na to w <1, a potem jak
odpowiedzialby na te odpowiedz w I, gdyby to byl
ruch nie jego, lecz Zosi. To dzialal

Ta ostatnia metoda jeszcze sie nam przyda, dlatego
ujmiemy ja w oddzielny

Lemat 2. Relacja ~,, okreslona tak, ze G ~,, H wtedy
i tylko wtedy, gdy Tadeusz nie przegrywa w n rundach,
jest przechodnia, tzn. G ~,, H i H ~,, J pociaga za soba
G~y J.

Relacja ~,, jest réwniez w oczywisty sposéb zwrotna i symetryczna,
a zatem jest relacjg réwnowaznosci.
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Lemat 3. Tadeusz moze tak graé, by nie przegrac
w n rundach gry na cyklu (), i linii -—, o ile tylko
m > 3"

Przypadki n = 1,2 pozostawiamy Czytelnikowi,
rozwazmy n > 3. Ze wzgledu na symetrie obu struktur,
pierwsza runda nie ma znaczenia. Przypusémy, ze
kamyczki nr 1 leza juz w ., i — na pozycjach,
odpowiednio, p; i q1 i Zosia bierze do reki kamyczek
numer 2. Jesli polozy go na pozycji po w Om, to
yrozetnie” cykl na dwie czesci; przypusémy, ze

w mniejszej z nich znajduje sie a punktéw (lub

w kazdej, gdy sa réwne). Wtedy Tadeusz kladzie swéj
kamyczek na pozycji g2 w -—, tak by pomiedzy ¢;

a g2 znajdowalo sie rowniez dokladnie o punktéw.
Zauwazmy, ze czesé linii na zewnatrz odcinka od ¢

do g2 tworzy <, a ,wiekszy” odcinek cyklu (),, ma co
najmniej 3"~ ! > 372 punktéw. Tak wiec Tadeusz moze
dokonczy¢ gre, korzystajac z Lematu 1 i znanej nam juz
metody skladania strategii na fragmentach grafow.

Jesli zamiast tego Zosia kladzie swoj kamyczek nr 2
na pozycji g2 w linii -—, to gdy liczba punktow
pomiedzy q; i g2 jest co najwyzej mT*1, Tadeusz
znajduje pozycje p2 w cyklu w takiej samej odlegtosci
od p1; w przeciwnym razie kltadzie swoj kamyczek nr 2
,mozliwie najdalej” od kamyczka nr 1. Dalej argument
przebiega podobnie.

Jedli Czytelnik zrozumiatl dowody Lematéw 11 3, to nie
sprawi mu klopotu

Lemat 4. Tadeusz moze tak gra¢, by nie przegrac
w n rundach gry na dwoch grafach, z ktérych jeden

jest linig —, a drugi suma dwodch roztacznych linii:
rrrrrrrr 3— 22— 1 —0—1——2—— 3~
rrrrrrr 32— O — 12— 3

Trzeba podkresli¢, ze Lemat 4 nie oznacza, ze
Tadeusz nigdy nie przegra gry, gdyby toczyla sie
w nieskonczono$é (takie stwierdzenie nie byltoby
prawdziwe).

Zauwazmy wreszcie, ze jesli graf G jest suma
roztacznych kopii graféw G i Ga, a graf H jest suma
roztacznych kopii graféw Hy i Ho, oraz G ~,, H;

i Gy ~, Hs, to réwniez G ~,, H.

Nietrudno jest juz teraz zlozy¢ dowdd Twierdzenia,
bowiem z Lematow 2—4 i powyzszej obserwacji
otrzymujemy nastepujacy ciag réwnowaznosci ~,,, dla
m, kl, 1{32 > 3™
Om ~no T

PNV —
~n Ok1 Okz
Czy zatem nasza koncepcja rozrézniania struktur przez
gry okazala sie btedna? Nic podobnego! Jest ona bardzo
uzyteczna, m.in. w teorii baz danych. Jednak, jak kazda
metoda, ma tez swoje granice. Jak piec¢dziesiat lat
temu wykazal Andrzej Ehrenfeucht, sa to granice logiki
pierwszego rzedu.

Ale to juz nastepna historia. . .



