W6él, lis i konik polny

Czarownica C' w punkcie S na rozstaju drog méwi:
»Pojdziesz w prawo, dostaniesz pol zlotego; pojdziesz

w lewo, dostaniesz gar$¢ miedziakow z sakiewki —
mozesz je sobie przeliczy¢. Ja jestem uczciwa czarownica
i kwota wyciagnieta z sakiewki ma rozklad prawie
jednostajny na przedziale [0, 1].

Prawie, bo zlotéwka nie jest nieskoriczenie podzielna. W XVI w.

1 zloty dzielil si¢ bardzo wygodnie na 30 groszy, 90 szelagéw, 180

kwartnikéw (ternaréw) i 540 pieniazkdéw, przy czym za kwartnik
mozna bylo dosta¢ 7 jaj (por. [1], s. 21, zad. 4).

Srednio dostajesz pot zlotego. Chodziles do szkél —
bedziesz wiedzial, co to znaczy. Nie chce mi si¢ wiecej
gadaé, rzué okiem na plan. Uwazaj na wiedzmina

z dwojki. Pbjdziesz w lewo — on wezmie z garsci
miedziakéw co$ na piwo (ile sie da, ale nie wigcej niz
éwier¢ zlotego) 1 wyplaci reszte — jesli zostanie”.
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Moze i stusznie czarownicy nie chcialo sie gadaé.
Formalny opis gry jest prosty. Wymaga dwdch
niezaleznych zmiennych losowych X, Xs o rozkladzie
jednostajnym na przedziale [0, 1]. Oto wyplaty
odpowiadajace czterem mozliwym drogom:

1 1 1 1
X1+ Xo, Xi+ 3 3 —|—max(X2 - Z’O)’

1
5 + 5.
W trzech przypadkach srednia wyplata jest réwna 1,
w jednym — nieco mniejsza.

Na rozstaju pojawia si¢ wol, ktéry nie lubi
niespodzianek. Idzie dwa razy w prawo, wygrywa
$rednio (i zawsze) zlotéwke. Konik polny lubi ryzyko,
ale nie mysli. Idzie dwa razy w lewo, srednio dostaje
zlotowke.

Lis akceptuje ryzyko i mysli. A mysli tak: jesli za
pierwszym razem miedziakéw bedzie malto, pojde

w prawo. I tak mam gwarantowane pét zlotego,

a moze bedzie lepiej? Ostatecznie lis (po konsultacji

z niedZzwiedziem) dochodzi do ogélnej teorii.

Najpierw rozwaza wyplaty w ostatnim kroku, gdzie
wybér drogi jest oczywisty: niezaleznie od tego,

co juz ma, wybiera wieksza z oferowanych wyplat.

W stanie 1 otrzyma zatem max(Xs, %) a w stanie 2 —
max(max(X> — 1,0),3) = max(X, — 1, 1). Moze nawet
obliczy¢ érednie (szybki sposéb na koncu artykutu):

1 5 11 17
EmaX<X2,§> =3’ EmaX<X2 T 2> =33
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To z kolei umozliwi mu podjecie decyzji na starcie. Jesli
5 1 17
Xl + g < 5 + 3_23
czyli X < 32, to idzie w prawo (teraz juz wie dokladnie,
co to znaczy, ze miedziakow jest za malo: progiem
decyzyjnym jest 73% kwartnika). W przeciwnym razie
idzie w lewo. Co na tym zyskuje?

Zobaczmy. Srednia wygrana w pierwszym kroku jest
rowna

855 13 1271
2048 64 2048’
gdzie pierwszy skladnik odpowiada drodze w lewo,

drugi — w prawo. Symbol 14 oznacza zmienng losowg
wskaznikowa zdarzenia A: przyjmuje ona wartos¢ 1 na A
i0na A’ W efekcie E14 = P(A).
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Droge w lewo wybieramy z prawdopodoblenstwem
i wygrywamy w drugim kroku srednlo ; dla drogi
w prawo odpowiednie wielkosci sa rowne L3 i 1T zatem

32 - 32
$rednio w drugim kroku mamy
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Ostatecznie lis wygrywa $rednio
12
71 1202 _ 2473 ~1.208,
2048 2048 2048

czyli o ponad 20% wiecej niz wol i konik polny.
W istocie lis znalazt sposob na uzyskanie najwigkszej
mozliwej Sredniej wygranej (czego nie udowodnimy).

Wyjasnimy natomiast na zakonczenie, jak zostaly
obliczone wystepujace powyzej $rednie. Jesli Z jest
nieujemna zmienna losowa, to

EZ = / P(Z > t)dt.
0

Gdy Z ma rozktad ciagly, wzor ten mozna otrzymac
rutynowo: catkujac przez czedci. Ale najbardziej
pozyteczny staje sie on w przypadku bardziej ogdlnych
rozkladéw.

Obliczenie E max(Xa, 3) sprowadza sie do obliczenia
pola prostej figury geometrycznej. Z kolei EX11(x >4}
jest polem trapezu o wysokosci 1 — a i bokach a oraz 1;
prosimy Czytelnika o sprawdzenie.
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