Quake, Doom i matematyka

Rozwigzanie zadania M 1134.
Oznaczmy przez A(a,b) zbiér zawierajacy
liczby a i b, ale nie zawierajacy zadnej
liczby z przedziatu (a, b).

Niech S; = {1,2,...,100} oraz

So = {101,102, ...,200}. Poniewaz zbiér
A(a, b) nie zawiera liczb z przedzialu
(a,b), wiec dla dowolnych dwéch par
(a,b), (c,d) takich, ze a,c € Sy oraz

b,d € Sy zbiory A(a,b), A(c,d) sa
rézne. Zatem zbioréw A; spelniajacych
warunki zadania jest co najmniej tyle,
ile réznych par (a,b), dla ktérych a € Sy
oraz b € Sy. Natomiast takich par jest
100 - 100 = 10 000.

Wyprowadzenie dla amatoréw sportéw
ekstremalnych, ktérych nie przeraza rodeo
z notacja Leibniza. Najpierw dzielimy (1)
stronami przez (2) i dostajemy

da  —fb

db  —aa’
skad

aada = (Bbdb.

Skoro powyzsze wyrazenia sg rowne,
to mozna je oba scatkowaé w sposéb
nieoznaczony, dostajac kolejno

faada:fﬂbdb,
2 2
a b
a +Ca—ﬁ? + ¢b,
aa® — ﬁbZ = 2¢p — 2¢4 = const.

Gotowe.
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Fanom gier komputerowych haset ,Quake” czy ,Doom” nie trzeba ttumaczy¢.
To stawne sieciowe gry komputerowe, polegajace gtéwnie na bardzo
realistycznym starciu zbrojnym, w ktérym kazdy z graczy wciela si¢ w jednego
z zolnierzy. Méwi sie o nich, ze to gry FPS (ang. First-Person Shooter,
strzelanina w pierwszej osobie).

Czy matematyk moze mieé¢ z nich jaki$ pozytek zawodowy, oprocz
wyladowywania frustracji po kolejnej nieudanej prébie znalezienia dowodu/bledu
w dowodzie/rozwigzaniu (niewlasciwe skresli¢)? O dziwo — tak. Matematyczne
zasady uzywane byty z powodzeniem do opisywania tak wielu réznych aspektow
i zjawisk naszej rzeczywistosci, ze nie moze dziwié, iz takze wojna znalazla sie
wérod nich.

Wyobrazmy sobie dwie niezbyt duze grupy wrogich sobie zolnierzy, spotykajace
sie na odkrytym terenie. Oczywiscie wywiazuje sie walka. Obie strony strzelaja,
trup $ciele sie gesto. .. No wlasnie, jak gesto? Policzmy. Niech w chwili ¢ oddziat
A ma a(t) zolnierzy, a oddzial B ma ich b(t). Zal6zmy, ze w kazdym z oddzialéw
zolnierze sg jednakowo wyszkoleni i uzbrojeni. W krotkim odcinku czasu o
dlugosci [t, t + At] straty oddzialu A sa zatem proporcjonalne do liczebnosci
oddzialu B oraz At i wynosza, powiedzmy, 3 b(t)At. Istotnie, przy ustalonej
szybkostrzelnosci broni tych z B oddaja oni liczbe strzaléw proporcjonalna

do b(t)At, z ktérych z kolei staly ulamek trafia celu, wobec ustalonego poziomu
wyszkolenia. Symetrycznie, straty oddzialu B to aa(t)At. Mamy

a(t + At) — a(t) = = b(t)At,
skad po przeksztalceniu
a(t + At) — a(t)

a po przejsciu do granicy przy At — 0,
da(t)

1 — = —00b(t
1) 2 — b0
oraz symetrycznie

db(t)

2 —— = —aa(t).

) )

Uklad réwnan rézniczkowych (1) 1 (2) to rdwnania Lanchestera, zwane tak od
nazwiska wybitnego angielskiego teoretyka i praktyka konstrukcji samochodow

i samolotéw Fredericka Williama Lanchestera, ktory je wyprowadzil w 1916
roku. Mimo swojej prostoty, jak wielu fachowcéw twierdzi, nadmiernej, réwnania
Lanchestera byty i nadal sa studiowane jako matematyczny model walki
zbrojnej.

Nas bedzie interesowalo tak zwane kwadratowe prawo Lanchestera, ktore daje sie
wyprowadzi¢ z réwnan Lanchestera i ma postaé

(3) aa(t)? — Bb(t)* = const.

Jego konsekwencja jest to, ze jeszcze przed rozpoczeciem walki mozna obliczy¢
warto§é¢ M = aa(0)? — 3b(0)?, ktéra wskaze przyszlego zwyciezce: jesli M > 0,
to wygra oddzial A i w dodatku w momencie ¢ ostatecznego pokonania B jego
liczebno$é bedzie (teoretycznie) spelniala zaleznosé

aa(t)? = Bb(t)* = M,
—~—
0
czyli a(t) = \/M/a, a symetrycznie gdy M < 0, to wygra B, z ktérego przezyje
okoto y/—M/j zolierzy. Dla M = 0 starcie bedzie bliskie nierozstrzygnietemu.

Prawo to ma niespodziewane konsekwencje: liczebno$¢ wplywa na ,potencjal
bojowy” oddziatu (reprezentowany przez wartosé a a(t)?) daleko silniej, bo
kwadratowo, niz liniowe w swoim efekcie wyposazenie i wyszkolenie. Oczywiscie,
nie jest to do konca prawda, bo w rzeczywistosci odpowiednio lepsze uzbrojenie
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Rozwigzanie zadania F 667.
Wysokos$¢é musi wynosi¢ co najmniej R,
aby kulka mogta pokonaé¢ tor. Zauwazmy
ponadto, ze gdy zmniejszajac wysokosc
poczatkowa, a przy tym predkosc,
doprowadzimy do oderwania si¢ kulki,
nastapi to w najwyzszym punkcie petli.
Kulka ma tam predkosé

v=1/2g(h —2R),

a dzialajgce na nig sity to sila cigzkosci
i sita reakcji na nacisk na tor (rys. 1).

mg

Przyspieszenie kulki skierowane jest w dét

v? h
a=—=2g9g|—=-2).
R R

Z drugiej zasady dynamiki

i wynosi

ma =mg + F

” <2h 5)
P =mg | — —5]).
R

Oczywiscie F' > 0, czyli h > %R

czyli

Rozwigzanie zadania F 668.
Niech a oznacza kat miedzy prosta [
taczaca srodek krzywizny toru
ze $rodkiem kulki a pionem (rys. 2).

Predkos¢ kulki w czasie ruchu obliczamy
z zasady zachowania energii

v = 2gR(1 — cos ).

Na kulke dziala sila cigzkosci i sita reakcji
F. Rozwazmy skladowa réwnolegta
do prostej [ réwnania wyrazajacego druga
zasade dynamiki
v2
mgcosa — F = —m.
R
Stad
F = 3mgcosa — 2mg.
Oderwanie nastapi, gdy wielko$¢ ta znika,
czyli dla

o = arccos§4

i wyszkolenie nie tylko podnosza «, ale i zmniejszaja (3, zgodnie z maksyma ,im
wiecej potu na ¢wiczeniach, tym mniej krwi w boju”.

Zeby zrozumieé¢ konsekwencje tego prawa, wyobrazmy sobie dwa oddzialy

A i B o réwnym potencjale, czyli takie, ze M = 0. W razie walki straty A
wyniostyby a(0) (czyli wszystkich) zolnierzy. Niech teraz dow6dca A uzyska
positki i dysponuje 2 a(0) zolnierzy, po czym dopiero doprowadzi do starcia z B.
Nowe M wyniesie w tym przypadku

a(2a(0))? = B3b(0)* = 3aa(0)® + (aa(0)? — Bb(0)*) = 3aa(0)?.

0
Zatem straty A wyniosa, zgodnie ze wzorem, tylko

2a(0) —v/3aa(0)?2/a = 0,23a(0).

Przy podwojeniu sil straty spadly ponad czterokrotnie!

Hola, hola. A czy to wszystko ma w ogdle jakis sens i zwiazek z rzeczywistoscia?
I jak to sprawdzi¢, nie organizujac ani igrzysk gladiatoréw, ani nie wywolujac
wojny? Otéz i miejsce, gdzie Quake i Doom przydaja sie matematykowi w pracy.
Starcie zbrojne mozna przeciez calkiem tatwo zorganizowaé w przestrzeni
wirtualnej.

Tak tez postapil autor ze swoimi studentami. W czasie Festiwalu Nauki 2005
zorganizowali$my zespolowe turnieje gry w BZFlag (to inna gra typu FPS,
troche mniej krwawa i latwiejsza w obsludze informatycznej niz te poprzednie).
Wyniki walki rejestrowaliSsmy, a potem analizowalismy w sali wyktadowej

w obecnoéci niedawnych ,,zolnierzy”, poréwnujac narastanie strat w obu
zespotach z przewidywaniami kwadratowego prawa Lanchestera. Musimy

sie przyznaé, ze dla lepszej weryfikacji prawa w tajemnicy zmniejszyliSmy
szybkostrzelnosé broni jednego z zespoléw o polowe. Wobec malej liczebno$ci
druzyn i braku mozliwosci spelnienia postulatu o rownym wyszkoleniu, nie
wszystkie przebiegi pasowaly do teoretycznego modelu. Jednak wielokrotnie
zgodno$é byla catkiem dobra. Wynik przedstawialiSmy na wykresie: po
zarejestrowaniu wszystkich chwilowych liczebnosci obu oddzialéw powstaly
zbiér punktéw przedstawialiSmy na plaszczyznie. W teorii punkty te powinny
ukladaé sie na krzywej opisanej réwnaniem: o a? — 0% = M, dla pewnego M.
Interpretujac wyniki eksperymentu, musieliémy dobiera¢ o, f i M tak, aby
uzyskac jak najlepsza zgodnosé tamanej obrazujacej realng walke z krzywa
teoretyczng.

Ponizej wida¢ wynik jednego z takich ,udanych” eksperymentow.
Eksperymentalnie dobrane stale to a = 0,65, 5 =11 M = —45. Czarne kreski
to krzywe teoretyczne dla réznych M, kolorowa to wynik eksperymentu.
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Jest w nim tylko jedna skaza: gwaltowny pionowy spadek liczebnosci B po
wyeliminowaniu A. Tak, jakby prawo Lanchestera nagle przestato obowiazywacé,
za to zaczely sie dzia¢ cuda. I tu, na zakonczenie, pytanie do Czytelnikoéw

z wyobraznia: co sie stalo? OdpowiedZ wewnatrz numeru.
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