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czapeczki”, bystre krasnoludki Krélewny
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zadaniem zwigzanym z odgadywaniem
koloréw swoich czapek.
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Zagadka o medrcach w czapkach

W pewnym kraju zylo bardzo wielu medrcow. Ktéregos dnia grozny krol
postanowit przekonaé sie, czy rzeczywiscie zastuguja oni na to zaszczytne
miano i zapowiedzial, ze czeka ich trudna préba. Zebral medrcéw w swej
komnacie i przedstawil im ponizsze zasady.

Nastepnego dnia przed potudniem zostana oni ponownie zgromadzeni

w tej samej komnacie i ustawieni jeden za drugim. Krél kazdemu wtozy
na glowe czarna lub biata czapke, przy czym nie ma zadnego ograniczenia
dotyczacego liczby nakry¢ glowy w danym kolorze. Kazdy medrzec
widzie¢ bedzie tylko czapki wszystkich stojacych przed nim i zadaniem
kazdego bedzie okresli¢, jaka czapke ma na wtasnej gtowie. W samo
potudnie jeden z nich powinien zabraé¢ gtos, podajac domniemany kolor
swojej czapki. Minute po nim powinien odezwacé si¢ kolejny, rowniez
wypowiadajac stowo ,czarna” lub ,biata”. I tak dalej — medrcy maja,
oczywiscie bez dodatkowego porozumiewania sie, odzywaé sie pojedynczo,
w jednominutowych odstepach, w dowolnej kolejnosci, ale kazdy
doktadnie raz. Ztamanie ktorejkolwiek z tych zasad grozi natychmiastowa
Smiercig wszystkich medrcéw. Kiedy juz kazdy zadeklaruje kolor swojej
czapki, sprawdzian sie zakonczy. Wtedy krél obwiesci, kto odgadt
poprawnie i rozkaze Scia¢ glowy pozostatym.

Medrcy maja zatem cala noc na opracowanie algorytmu odzywania sie
i odgadywania koloréw czapek. Nie lubia ryzyka, wiec szukaja takiej
wspolnej strategii, ktéra daje stuprocentowa gwarancje przezycia jak
najwiekszej liczbie sposréd nich. Jaka to strategia?

Wskazowki, czyli o ré6znych strategiach

Nietrudno dostrzec strategie, pozwalajaca ocali¢ co drugiego medrca:
wystarczy, by jako pierwszy odezwal sie¢ medrzec stojacy na miejscu
numer 2 i by wymienil kolor jedynej czapki, jaka widzi przed soba.
Wtedy po minucie medrzec na miejscu 1 powtarza jego wypowiedz
(poprawnie okreslajac kolor swojej czapki). Nastepnie medrzec na miejscu
4 podaje kolor czapki bezposrednio przed soba, a wlasciciel tej czapki
powtarza za nim, etc. Te prébe na pewno przezyja przynajmniej wszyscy
medrey stojacy na miejscach o numerach nieparzystych (oprécz, byé
moze, ostatniego).

Dosé tatwo mozna te strategie poprawié¢ tak, by przezywalo na pewno
dwoch medrcéw z kazdej trojki: medrzec numer 3 zaczyna, mowiac
,biata”, jesli widzi przed soba dwie identyczne czapki, oraz ,czarna”,
jesli widzi rézne. Nastepnie odzywa sie medrzec 2 — widzi czapke

medrea 1 1 wie, czy ma na glowie taka sama, czy inna, wiec poprawnie
okresla jej kolor. Wtedy moze zabra¢ gtos medrzec 1, ktéry zna juz kolor
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czapki medrca 2 i wie, czy ma taka sama. Dalej zabieraja glos medrcy
z kolejnej tréjki (o numerach 6, 5, 4) i tak dalej.

Te strategie wciaz sa jednak bardzo dalekie od optymalnej. Jak dobra
moze ona by¢? Na pewno nie da sie zapewni¢ bezpieczenstwa temu
sposréd medrcéw, ktory odzywa sie jako pierwszy, poniewaz nie ma on
zadnych informacji, pozwalajacych okresli¢ kolor wlasnej czapki. Ale,
jak widaé z powyzszych przykladéw, kazdy odzywajacy sie medrzec,
oprocz ratowania wlasnego zycia, moze przekazywaé towarzyszom niedoli
informacje o kolorach ich czapek. Moze zatem warto, by jako pierwszy
odzywal sie medrzec stojacy na koncu (bo widzi najwiecej)? Wiemy juz,
ze potrafi on uratowaé kolege stojacego przed nim, a nawet dwoch. Moze
jest w stanie pomoc trzem lub jeszcze wigkszej liczbie?

Rozwigzanie, czyli strategia optymalna

Okazuje sie, ze medrzec z konca (odzywajacy sie jako pierwszy) moze
swoja wypowiedzig uratowaé wszystkich innych!

Jak to dziala? Medrzec stojacy na koncu méwi ,biala”, jesli widzi przed
soba nieparzysta liczbe bialych czapek, a ,czarna” — w przeciwnym
przypadku. Jako nastepny odzywa sie medrzec stojacy bezposrednio
przed nim. Sprawdza parzystos$¢ liczby biatych czapek, ktore widzi. Jesli
zgadza sie ona z parzystoscia podana przez stojacego za nim medrea,

to oznacza, ze sam ma na glowie czarng czapke, a jesli si¢ nie zgadza —
ze ma na glowie ,brakujaca” biata. Umie zatem okresli¢ kolor wlasnej
czapki! Deklaruje go, gwarantujac sobie przezycie. Teraz stojacy przed
nim medrzec liczy, ile widzi bialych czapek; wie, jaka parzysto$¢ ma
wyj$¢ w sumie (z punktu widzenia ostatniego medrca) oraz jaka czapke
ma na glowie stojacy za nim przedmoéwca, wiec wylicza, jaka sam ma.

I tak dalej — wszyscy przezyja, by¢ moze poza nieszczesnikiem, ktérego
ustawiono na koncu (i ktéry odzywal sie jako pierwszy).

A jak to dziala, jesli krél wklada medrcom na glowy czapki w trzech
lub wiecej kolorach? Tak samo! Dla n réznych koloréw ponumerujmy
je liczbami 0,1,...,n — 1. Medrzec stojacy na koncu dodaje wszystkie
odpowiadajace kolejnym czapkom liczby i podaje wynik modulo n
(oczywiscie deklarujac stosowny kolor). Wtedy medrzec stojacy przed
nim sumuje liczby odpowiadajace czapkom, ktére widzi, i sprawdza,
jaka liczbe trzeba dodaé, by uzyskaé¢ wtasciwy wynik. W ten sposéb
wylicza, jaka czapke ma na glowie. I tak dalej — znowu kazdy medrzec,
gdy przychodzi jego kolej, zlicza to, co widzi, wie tez, jakie czapki maja
medrcy stojacy za nim (oprécz ostatniego) i jaka ma wyjsé suma, wiec
wylicza, jaka czapke sam ma na glowie.

Okazuje sie zatem, ze dla dowolnie wielu koloréw — przy tej, optymalnej,
strategii — swoim zyciem ryzykuje tylko ten medrzec, ktérego uratowac

i tak sie nie da, bo odzywa si¢ jako pierwszy. Jesli jednak ma szczescie, to
wymieniony przez niego kolor okaze sie wlasciwy i on réwniez przezyje.
Czyli wymyslony przed groznego krola sprawdzian nawet w pozornie
jeszcze trudniejszej, wielokolorowej wersji, nie jest dla medrcéw taki
straszny!

Zagadke te opowiedzial mi profesor Victor Ufnarovski z Uniwersytetu
w Lund (Szwecja).
Malqg Delte przygotowata Joanna JASZUNSKA



