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® Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
Termin nadsytania rozwigzan: nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
31 VII 2006 — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 521, 522
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Czoléwka ligi zadaniowej 521. Dwaj gracze na przemian pisza na tablicy liczby ze zbioru {1,2,..., N}

Klub 44 M . . . : L .
po uwaglednieniu ocen rozwigzai zadar (N jest zadana liczba naturalna); zabronione jest napisanie liczby bedacej

505 (WT = 1,65) i 506 (WT = 4,00) dzielnikiem liczby juz znajdujacej si¢ na tablicy. Gracz, ktéry nie moze wykonaé

z numeru 9/2005 ruchu, przegrywa. Ktory z graczy (rozpoczynajacy czy jego przeciwnik) ma
Pawel Najman  — Jaworzno 39,93 strategi@ ZwyCiQSk%?
Janusz Olszewski — Suwalki 36,01
Adam Dzedzej — — Gdanisk 33,36 522. Wyznaczy¢ wszystkie piatki liczb pierwszych a, b, ¢, d, p, spelniajace
réwnanie

a\?2 c\ 2
G) (@) =»
Zadanie 522 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2006
Przypominamy tresé¢ zadan:

513. Ciag (a1, az,...,an) o wyrazach a; € {1,2,...,44} ma nast¢pujaca wlasno$é: pomiedzy

kazdymi dwoma wyrazami o jednakowej wartosci znajduje si¢ co najmniej jeden wyraz wigkszy od
nich. Znalezé najwiekszg mozliwg dlugoéé n takiego ciggu.

514. Wyznaczy¢ wszystkie pary funkcji cigglych f, g: R — R spelniajgce réwnanie
f(@)g(x) + f(y)g(y) = =f () + yg(y) dla z,y € R.

513. Oznaczmy przez £,, maksymalna dlugosé ciagu 514. Niech f i g beda funkcjami spetniajacymi
(a1,az,...,a,) o podanej wlasnosci, o wyrazach podane rownanie. Podstawiajac y = 0,
w zbiorze {1,2,...,m}. Ustalmy m > 1 i weZzmy jeden a nastepnie x = 0, stwierdzamy, ze kazda z funkcji
z takich ciagéw (a; < m). Ma on dokladnie jeden wyraz — (z) = f(x)g(z) — 2f(x) oraz ¢¥(y) = f(y)g(y) — yg(y)
najwickszy — niech to bedzie wyraz ay. ma stala warto$é —£(0)g(0); a poniewaz
Kazdy z ciagéw (a1,...,ax—1) oraz (ag+1,--.,an) 80(9) :j(OO)g(O%, ta wartose jest rowna 0. Zatem
tez ma badang wlasnoéé, a ich wyrazy leza w zbiorze p=9v =0, cayli
{1,...,m—1}, wiec ich dlugosci nie przekraczaja £,,_1 f(@)g(z) =z f(z) oraz f(z)g(z)=2zg(z) dla zeR
(stwierdzenie stuszne takze w przypadku, gdy Stad f(z) = g(z) dla = # 0; wobec ciaglodci takze
jeden z nich jest pusty, czyli ma dlugos$¢ zerowa). f£(0) = g(0). Tak wiec f i g to ta sama funkcja; zadane
Otrzymujemy zalezno$¢ rekurencyjna réwnanie przybiera postaé

by <1+ 200, 1. f@)(f(x)—2) =0 dla zecR
Poniewaz {1 = 1, wynika stad, ze £n, <2™ — 1. To znaczy, ze dla kazdej liczby x € R warto$é¢ f(z) jest

réwna x lub 0. W kazdym z przedzialéw (—oc;0), (0; c0)
funkcja ciagla h(z) = f(x)/z, przyjmujaca co najwyzej
dwie wartosci (0 lub 1), musi by¢ stala. Otrzymujemy
w ten sposéb cztery mozliwe funkcje f:

filx)=0 dla zeR; folz) =2 dla zeR

Dlugosé n = 2™ — 1 jest przy tym mozliwa
do uzyskania: wystarczy wziaé ciag (a1, ..., an,)
o wyrazach
a,=a+1 da i=2%28+1), «a,pecNU{0}.
(Tlustracja dla m = 3: ciag (1,2,1,3,1,2,1).)

) falw) = 0 dlax <0, falw) = xz dlax <0,
Whiosek: ST e dlaz>0; W70 dlaz>0;
by =27 — 1. kazda z nich (wraz z réwna jej funkcja g) spelnia
Dla m = 44 dostajemy w wyniku 244 — 1. wyjsciowe rownanie.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
406 (WT = 2,84) i 407 (WT = 3,06)
z numeru 11/2005

Zbigniew Galias — Krakow 45,44
Mateusz Lacki  — Krakow 39,37
Konrad Kapcia — Czestochowa 27,70
Andrzej Idzik — Bolestawiec 26,43
Tomasz Tkocz  — Rybnik 20,08
Jacek Konieczny — Poznan 15,22

Gdyby p. Galiasowi odrobing bardziej
si¢ spieszyto, bez klopotu mégtby zostac

Zadania z fizyki nr 418, 419
Redaguje Jerzy B. BROJAN

418. Przez miedziany przewdd o promieniu przekroju r plynie prad elektryczny,
powodujac jego nagrzewanie si¢. Pewien odcinek tego przewodu jest otoczony
cienka warstwa izolacji o wspolczynniku przewodnictwa cieplnego A. Dany jest
tez wspotezynnik przenoszenia ciepta z powierzchni do otaczajacego powietrza,
réwny k. Jaki warunek musza spetniaé te parametry, aby temperatura drutu

w przewodzie izolowanym byla nizsza, niz w nieizolowanym?

Wskazoéwki:
a) Przeplyw ciepta Q migdzy dwiema ptaskimi powierzchniami S odleglymi od siebie o h, ktérych
temperatury wynosza T i Tz, jest dany wzorem

Q N -T

Sdt R
gdzie dt — przedzial czasu, a A — wspdélczynnik przewodnictwa cieplnego. Dla miedzi ten
wspoélczynnik jest tak duzy, ze jej temperature mozna uznaé za stalag na danym przekroju przewodu.
b) Odplyw ciepta od powierzchni S o temperaturze T» do otaczajacego powietrza o temperaturze T3
jest dany przyblizonym wzorem

L _

Sdt
gdzie k jest tzw. wspolczynnikiem przenoszenia ciepta (uwzgledniajagcym konwekcje
i promieniowanie).

N(Tz - Tg),

419. Oczy czlowieka sa na wysokosci 1,7 m nad plaska, pozioma powierzchnia
ziemi (np. pasem startowym na lotnisku), a temperatura na wysokosci oczu jest
o 3° C nizsza, niz przy ziemi. W jakim zakresie odleglosci czlowiek moze widzie¢

cztonkiem Klubu 44F juz bardzo dawno
temu — stan 30 punktéw na koncie
osiggnal przeciez po 48 zadaniach, czyli
w 1987 roku! No céz, cieszymy sie, ze
mamy tak wiernego czytelnika, nawet jesli
rozwiagzania przysyla rzadko. . .

powierzchnie ziemi? Wystarczy ocena przyblizona.

Dany jest bezwzgledny wspolczynnik zalamania powietrza w normalnych
warunkach, rowny 1,00029. Nalezy przyjaé, ze réznica miedzy tym
wspbélezynnikiem a jednoscia jest proporcjonalna do gestosci powietrza,

a zalezno$é¢ temperatury od wysokosci jest liniowa.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2006

410. Oceni¢ orientacyjnie stosunek masy niezbgdnego paliwa do masy
statku kosmicznego wprowadzonego na niska (h, = 500 km) orbite
okoloziemska. Dane: predko$é wylotowa gazéw wzgledem rakiety

vg = 3 km/s, stosunek sily ciggu silnikéw do ciezaru startowego

n = 1,75. Dla uproszczenia pominaé¢ opér powietrza podczas startu

i korzysci wynikajace z zastosowania rakiety kilkustopniowej.

Jak duzg oszczednoséé paliwa daje wystrzelenie statku kosmicznego

z kosmodromu na réwniku w poréwnaniu z kosmodromem na biegunie
(gdyby istnial tam kosmodrom)?

410. Autor zalozyt nastepujacy skrajnie uproszczony
schemat lotu rakiety: najpierw pionowe rozpedzanie sie

do wyczerpania paliwa, nastepnie bezwladne wznoszenie sie
do wysokosci ho, wreszcie nagla zmiana kierunku na poziomy
bez utraty predkosci (odbicie sprezyste od sztywnej
przeszkody ustawionej ukosnie??). Calkujac réwnanie ruchu
rakiety o zmiennej masie, przy zatozeniu stalego tempa
zuzycia paliwa i stalej wartosci silty ciezkosci (do obliczen
podstawimy warto$é g na wysokosci 250 km, tzn. 9,1 m/s?),
otrzymuje sie nastepujace wyrazenia na zalezno$¢ predkosci
rakiety v i jej wysokosci h od czasu:

v
— In —2 t,
v Ugnvgfgnt g
2
v v gt
h = vgt — = —gnt)ln —&— — =
Vg gn(vg gn)nvg—gnt B

Nietrudno zauwazy¢, ze argument logarytmu w powyzszych
wyrazeniach jest rowny stosunkowi masy poczatkowej

do aktualnej. Rozwazmy chwile zakonczenia pracy

silnikow i podstawmy pewng wybrang wartosé¢ k tego
stosunku. Procedura numeryczna moze by¢ skonstruowana
nastepujaco: po zadaniu k obliczamy stad ¢, v i h,

a nastepnie z zasady zachowania energii wyznaczamy
predkosé na zadanej wysokosci h,. Nastepnie korygujemy
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Przypominamy tres¢ zadan:

411. W jednym naczyniu znajduje si¢
czysta woda, a w drugim identycznym
naczyniu — roztwér soli w wodzie. Naczynia
polaczono rurka (rys.) i pozostawiono

na bardzo dlugi czas. Czy poziom wody

w naczyniach pozostanie staly, a jesli

nie, to jak si¢ bedzie zmienial? Jak
zalezy przebieg zjawiska od tego, czy
w naczyniach znajduje si¢ powietrze?

) &0

k tak, aby ta predkos¢ stata si¢ réwna predkosci orbitalnej
(na wysokoscei 500 km jest ona réwna 7,6 km/s). Otrzymana
wartos¢ k wynosi 23, czyli szukany stosunek masy paliwa

do masy statku bylby réwny 22. W rzeczywistosci wynosi on
okoto 45 — moze ktos z Czytelnikéw zastosuje inny schemat
obliczeniowy i otrzyma lepszy wynik?

W przypadku kosmodromu na réwniku do predkosci
uzyskanej dzigki pracy silnikéw dodaje sie predkosé obiegowa
powierzchni Ziemi, réwna 40000 km/24 h = 0,46 km/s.
Obliczenia wykonane wedtug powyzszej zasady wskazuja,

ze stosunek masy paliwa do masy statku zmniejszy si¢ z 22
do 19, czyli o 14%.

411. Cisnienie pary nasyconej nad roztworem jest nizsze, niz
nad czysta ciecza. Dlatego para wodna bedzie przeplywacé
znad czystej wody do naczynia z roztworem i tam si¢
skraplaé¢, az cidnienie stupa pary zréwnowazy wspomniang,
réznice cisnien. Innym czynnikiem sprzyjajacym ustaleniu sie
nowego potozenia réwnowagi jest fakt, ze stezenie roztworu
bedzie malalo, a wtedy ci$nienie pary nad nim zbliza si¢

do ci$nienia nad czysta woda. W obecnosci powietrza
przeptyw pary wodnej bedzie nastepowal wskutek dyfuzji,

co oznacza wolniejszy przebieg zjawiska.



