Gra hex i punkty stale
1. Reguly gry

Hex jest jedna z najprostszych i jednocze$nie jedna

z najciekawszych z matematycznego punktu widzenia
gier planszowych. Rozgrywka heksa jest prowadzona
na romboidalnej planszy ztozonej z szesciokatnych pol.
Najbardziej typowe sa plansze 11 x 11, jak na rysunku,
ale mozna gra¢ na dowolnie duzej planszy.

Gracze na przemian stawiaja na wolnym polu jeden
pionek, kolorowy lub szary. Celem gracza I jest
potaczenie przeciwleglych czarnych krawedzi za pomoca
tancucha szarych pionkéw, jak na rysunku. Taki tancuch
pionkéw bedziemy nazywali wygrywajacym dla gracza 1.
Gracz II chce zbudowaé lancuch wygrywajacy taczacy
krawedzie kolorowe.

2. Remisy

FLatwo zaobserwowaé, ze tancuch wygrywajacy
calkowicie izoluje od siebie krawedzie przeciwnika.
Zatem nie moga istnie¢ jednoczesnie wygrywajace
tancuchy dla szarych i kolorowych. A co bedzie, jesli po
calkowitym wypelnieniu planszy zaden z graczy nie ma
wygrywajacego tancucha? Pokazemy, ze taka sytuacja
nie moze mie¢ miejsca. Innymi slowy, partia heksa nie
moze zakonczyc sie remisem.

Rozwazmy przyktadowa plansze heksa. Dla wygody
dodajmy sztuczne rzedy pol wzdluz krawedzi planszy

i oznaczmy skrajne punkty planszy literami: N, S, E, W,
jak na rysunku ponizej.

Rozpoczynajac w punkcie W, poruszajmy si¢ po
krawedziach miedzy polami wedlug nastepujacej
regutly. Na kazdym rozgalezieniu wybierzmy te

z dwoch krawedzi, ktéra oddziela pola réznego koloru.
Za kazdym razem istnieje doktadnie jeden dobry
wyboér. Wyobrazmy sobie, ze dochodzimy do pewnego
rozgalezienia. Przypusémy, ze po lewej stronie mamy
pole szare, a po prawej kolorowe (tak jak na pierwszym
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rozgalezieniu, w wierzchotku W). Jedli pole przed nami
jest szare, to skrecamy w prawo, jesli jest kolorowe,

to skrecamy w lewo. Zwroémy uwage, ze dzigki temu
zawsze po lewej stronie mamy pola szare, a po prawej
kolorowe.

Postepujac w ten sposob, nigdy nie wrécimy

do wierzchotka, w ktérym juz byliémy. Przypu$émy
przeciwnie, ze doszliSmy do wierzchotka juz raz
odwiedzonego i ze jest to pierwszy taki moment

w naszej wedrowce. W takim razie musielidémy dojs$é
do niego krawedzia, ktérej przedtem nie uzywalismy.
Ale krawedz taka zawsze lezy miedzy polami tego
samego koloru, wiec nie moglisSmy jej wybraé —
sprzecznosé.

Plansza do heksa jest skoficzona, wiec w koncu musimy
z niej wyjs¢. Do dyspozycji mamy jedynie drogi przez
N, S, E, gdyz wszystkie inne wioda miedzy polami tego
samego koloru.

Jesli $ciezka skonczy sie w wierzcholku S, jak to ma
miejsce na rysunku powyzej, to wyznacza wygrywajacy
tancuch dla szarych. Analogicznie, jesli Sciezka dotrze
do wierzchotka N, to wyznacza wygrywajacy lancuch
dla kolorowych. Zwroémy uwage, ze $ciezka nie moze
opusci¢ planszy przez wierzcholek E, bo musieliby$my
minaé¢ kolorowe pole po lewej, a szare po prawej.

Zauwazmy, ze nigdzie nie skorzystaliSmy z faktu, ze uklad na planszy
powstal z jakiej$ rozgrywki. Dowéd dziala dla dowolnego pokrycia
planszy pionkami.

3. Strategie

Istnieje sprytna metoda, ktéra pozwala na wykazanie,
ze w grze hex gracz, ktory zaczyna (czyli szary),

ma strategie wygrywajaca. Metoda ta polega

na podkradaniu strategii przeciwnikowi. Przypu$émy,
ze wygrywajaca strategie ma gracz II. Gracz I powinien
rozpoczaé od zupelnie dowolnego ruchu, a nastepnie
postepowaé tak, jak nakazuje hipotetyczna strategia
gracza II, zamieniajac miejscami kolory. Jedyny
ktopot, jaki moze si¢ pojawi¢, to sytuacja, w ktorej
podkradziona strategia nakazuje zaja¢ pole, na ktérym
juz stoi pionek. Moze sie to zdarzy¢ tylko wtedy, gdy
jest to pionek postawiony podczas rozpoczynajacego,
losowego ruchu (w przeciwnym przypadku strategia nie
wskazalaby tego pola). Wtedy ponownie wykonujemy
dowolny mozliwy ruch. Jest jasne, ze posiadanie
dodatkowego pionka na planszy nie pogarsza sytuacji
gracza, zatem podkradziona strategia gwarantuje
zwyciestwo pierwszemu graczowi. W ten sposob



otrzymujemy sprzeczno$é¢ z zatozeniem o istnieniu
strategii dla drugiego gracza.

Powyzsze rozumowanie jest catkowicie
niekonstruktywne, nie daje graczowi I zadnych
wskazdwek odnosnie tego, jak powinien grac.
Rozwiazanie tego problemu w praktyce jest bardzo
trudne. Dotychczas udalo si¢ wyliczy¢ strategie dla
planszy o rozmiarze 9 x 9. Mimo to, zeby zniwelowac
ewidentna przewage gracza I, zaawansowani gracze
dodaja dodatkowa regule zamiany. Po tym, jak gracz
I postawi pierwszy pionek, gracz II moze zdecydowad,
czy bedzie gral kolorowymi, czy szarymi. W ten
sposéb teoretycznie istnieje strategia wygrywajaca dla
gracza I, ale w praktyce gra staje si¢ wystarczajaco
sprawiedliwa.

4. Dualna plansza

Czy hex moze sie przydaé¢ matematykowi do czegos poza
rozrywka? Okazuje sig, ze ta prosta gra ma gleboki
zwigzek z topologia. Zeby to dokladniej wyjasnic,
zastapimy plansze do heksa przez plansze dualna.

Na planszy dualnej pola reprezentowane sa przez
wierzchotki. Wierzchotki reprezentujace sasiednie pola
taczymy krawedzia. Dualng plansze 6 x 6 przedstawia
rysunek.

W tej interpretacji gracze stawiaja pionki

na wierzchotkach i usiluja zbudowac $ciezke taczaca
przeciwlegle krawedzie kwadratu. Nietrudno zauwazy¢,
ze jest to inny opis tej samej gry i wszystko, co
powiedzieliSmy o heksie, jest prawda rowniez dla tej
wersji.

5. Twierdzenie o punkcie stalym

Pokazemy teraz, jak wykorzystaé¢ gre hex na dualnej
planszy w dowodzie waznego twierdzenia topologicznego
zwanego twierdzeniem Brouwera. Glosi ono, ze kazde
ciggle przeksztalcenie kwadratu w siebie pozostawia
pewien punkt na swoim miejscu. Jesli oznaczymy przez
I? kwadrat [0,1] x [0, 1], to twierdzenie powyzsze mozna
sformutowaé nastepujaco: dla dowolnego ciagtego
przeksztatcenia f : I? — I? istnieje taki punkt = € I?,
ze f(x) = x. Taki punkt nazywamy punktem stalym
przeksztaltcenia f.

Zauwazmy najpierw, ze wystarczy udowodnié, ze
istnieje ciag punktéw x1, 2, T3, . .., nalezacych do I2,
speliajacych warunek:

d(f(zn),zn) < L.

Rzeczywiscie, kwadrat I? jest zbiorem domknietym
i ograniczonym, zatem z takiego ciagu x, za,. ..
mozna wybra¢ podciag Ty, Tn,, ... zbiezny do pewnego
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punktu x € I2. Z nieréwnoéci tréjkata otrzymujemy

d(f(@n;), ) < d(f(Tn;) Tn,) + (@0, T) .
Obie odleglodci daza do zera, wiec granica ciagu f(a,,)
jest punkt x. Jednoczesnie z ciaglosci funkcji f wynika,
ze f(xy,) dazy do f(z). Zatem f(x) = x.

Sprobujmy wiec wykazaé istnienie takiego ciagu.
Ustalmy n. Wybierzmy k£ > n i tak duze, zeby spelniony
byt warunek:

jesli d(x,y) < %, to d(f(x), fly)) < %
Podzielmy kwadrat I? tak, aby otrzymaé dualng plansze
do gry hex o rozmiarze 2k x 2k. Przyjmijmy f(z) = 2/
oraz = (r1,x2), ' = (2}, 24). Przez G bedziemy
oznaczali zbiér wierzchotkow, ktore pod wpltywem f
przesuwaja sie w goére o co najmniej %, to znaczy
xh —xo > % Podobnie definiujemy zbiory D, L, P jako
zbiory wierzcholkéw, ktére przesuwaja sie o co najmniej

2L7 odpowiednio, w dol, w lewo i w prawo.
n

Ustalmy wierzchotki x € G, y € D. W takim razie,
xh —xo > %, Yo — Yh = % Jesli x i y sa potaczone
krawedzia, to ich pionowe wspolrzedne x4 i yo réznig
sie co najwyzej o ﬁ, a zatem xo — yo > fﬁ. Dodajac
powyzsze trzy nieréwnosci stronami, dostajemy

xh —yh < % — ﬁ Stad odleglo$é miedzy 2’ a 3y’ wynosi
€O najmniej %, to jednak jest sprzeczne z tym, ze
wierzcholki x i y sa potaczone krawedzia. Jesli bowiem
dwa wierzcholki sasiaduja ze soba, to odlegto$¢ miedzy
nimi wynosi najwyzej % (dtugosé skosnej krawedzi

na planszy dualnej), zatem na mocy wyboru liczby k
odleglo$¢ miedzy ich obrazami musi byé¢ ostro mniejsza
niz -
Wykazalismy wiec, ze wierzcholtki ze zbioréw G i D nie
moga sasiadowac. Oczywiscie, wierzchotki ze zbioru

G nie moga leze¢ na gérnej krawedzi planszy, bo
stamtad nie da sie pdjsé do géry. Podobnie wierzcholek
ze zbioru D nie moze lezeé na dolnej krawedzi planszy.
W takim razie zbiér G U D nie moze zawieraé lancucha
wygrywajacego dla gracza chcacego potaczy¢ goérna

i dolng krawedz. Podobnie L U P nie moze zawierac
tancucha wygrywajacego dla drugiego gracza. Skoro na
planszy do gry w hex nie moze by¢ uktadu remisowego,
to GU DU LU P nie moze wyczerpywa¢ wszystkich
wierzcholtkow planszy. Wezmy dowolny wierzcholek

Tn, lezacy poza GU DU L U P. Z definicji zbioréow G,
D, L, P wynika, ze obraz wierzchotka x,, jest zawarty
w kwadracie o srodku x,, i krawedzi % Zatem obraz z,,

jest odlegly od z,, najwyzej o \2/—3 < %

Podobny dowdd z uzyciem zwyklej szachownicy mozna
znalezé w Delcie 9/1980 (zadania 232-4).

Inny dowdd twierdzenia Brouwera, takze w wyzszych
wymiarach, Czytelnik moze znalez¢ w znakomitych
ksiazkach Co to jest matematyka? oraz Dowody z ksiegi.
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