Zadanie o podziale puli i arbitraz
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Dwoch graczy gra w pitke do 60 punktéw. Przy stanie 50:30 trzeba przerwaé gre.
Jak sprawiedliwie podzieli¢ pule?

W takim sformulowaniu zadanie to umiescil w pracy [5] Luca Pacioli (od roku
1475 franciszkanin z Borgo San Sepolcro w §rodkowych Wloszech). Wiadomo, ze
znane bylo ono znacznie wczesniej.

Pacioli proponuje podzial proporcjonalny do liczby zebranych punktow.
Rozwiazanie to spotkalo sie z krytyka Tartaglii ([6], rozdz. 20 pt. ,Blad brata
Luki z Borgo”). Tartaglia proponuje podzieli¢ pule, do ktérej kazdy wlozyt 22
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dukata.

rozumowanie:

M+24+3+...+(5—

dukaty, w nastepujacy sposob:
50 — 30 = 20;
Gracz, ktory uzyskal 50 punktoéw, dostanie 22 + 7% = 29% dukata, drugi zas 14%

20 _ 1. 22 _ 7l
=73

60 — 37 3

Tartaglia uwazal, ze odchylenie od polowy puli ma by¢ proporcjonalne
do roznicy zebranych punktéw. Wtedy gracz, ktéry zebral wiecej punktow,
otrzymuje potowe puli plus sume wyliczong wedtug tej zasady.

Jeszeze inny sposob podziatu proponuje Cardano [1]. Jesli gra sie do S punktéw,
a gracze zebrali odpowiednio p i ¢ punktéw, to pule dzielimy w stosunku
Q1 +2+3+...+(S~p).

Zdaje sie, ze nie bylo w zwyczaju uzasadnianie podawanych regut. Dopiero
Pascal w liscie do Fermata z roku 1654, rozpatrujac przypadek gry do
trzech wygranych przy stanie 2:1, przedstawia korespondentowi eleganckie

Kazdy z graczy wlozyl do puli 32 pistole. Gdyby w nastepnej partii pierwszy

gracz wygral, wzialby 64 pistole. Gdyby przegral, przy stanie 2:2 wziatby 32

pistole. Ma zatem gwarantowane 32 pistole, a pozostale 32 moga réwnie dobrze
przypasé jemu, jak i partnerowi — szanse sa rowne, wiec nalezy podzieli¢ sie po

polowie.

Pula zostaje zatem podzielona w stosunku 48:16,

czyli 3:1. Okazuje sie, ze taki jest stosunek
prawdopodobienstw wygranej dla obydwu graczy.
Wyraznie wida¢ to w rozumowaniu Fermata (ten list
Fermata zaginal, ale zachowala sie odpowiedZ Pascala)
dotyczacym przypadku, gdy pierwszemu graczowi
brakuje dwéch punktéw, a drugiemu — trzech. Gra
rozstrzygnie sie zatem najpozniej po czterech partiach.
Fermat uklada tablice 16 mozliwych wynikéw czterech
partii (choé¢ gra moze zakonczy¢ sie wezesniej), z ktérej
widaé, ze pierwszemu graczowi sprzyja 11 wynikow,

a drugiemu 5. Wobec tego }—é puli otrzymuje pierwszy
gracz, a reszte drugi.

Jaka przewage nad innymi sposobami podziatu puli ma
reguta podzialu wedlug prawdopodobienstw wygranej?
Czy nie jest przypadkiem rownie arbitralna, jak
poprzednie?

Wyobrazmy sobie, ze widzimy Jana i Piotra w sytuacji
rozwazanej przez Fermata: Janowi brak dwoch punktow,
Piotrowi trzech, w puli jest 16 pistoli. Musza zakonczy¢
gre, bowiem Jan ma niecierpiaca zwloki sprawe do
zalatwienia. Zaden z nich nie zna sposobu Fermata

i wladnie Jan zgodzit sie wziaé¢ 10 pistoli, pozostawiajac
Piotrowi 6. Proponujemy Janowi 10 pistoli (a moze
nawet 10 i p6l) za odstapienie prawa do dokoriczenia
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gry. Wszyscy sa zadowoleni, my wygrywamy $rednio
11/16 puli, czyli 11 pistoli.

Krétko méwiac, Jan mial papier wartosciowy,

ktéry wycenil na 10 pistoli. Znajac jego prawdziwa
warto$é, moglismy go odkupié¢ z zyskiem (dokladniej:
jesli operacje powtérzymy wiele razy, to prawie na
pewno zarobimy). Finansisci nazywaja taka operacje
arbitrazem. Gdyby Jan kierowal sie reguta Fermata,
arbitraz bylby niemozliwy — nikt nie méglby zarobic¢
na niewiedzy graczy.

Pojecie éredniej wygranej pojawito sie kilka lat pozniej
w pracy Huygensa O rachubach w grze w kosci pod
postacia nadziei matematycznej. We wspolczesnej
terminologii jest to warto$¢ oczekiwana (albo $rednia)
zmiennej losowe;.
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