Prz(e)chodzi Euler do Nagela Michat MARCINKOWSKI*

Rozwazmy nastepujaca konstrukcje: Dowaéd.

Zauwazmy, ze prosta przechodzaca przez punkty B i P
Dla danego trojkata ABC rysujemy dwusieczne o 2D P aca b P Y

jego katow zewnetrznych. Tworza one trojkat

Ay ByC., ktorego kazdy wierzcholek jest
srodkiem pewnego okregu dopisanego do tréjkata
ABC'. Nowopowstate trojkaty ABC., BCA,

i CABy nazywamy tréjkatami dopisanymi.

jest odpowiednia do prostej By P’ (bo w omawianym
wyzej podobienstwie punkt B przechodzi na By, a P

na P’). Analogicznie prosta AP jest odpowiednia do
prostej A, P"”. W takim razie czerwone proste dziela
boki AB, BC' i C A (lub ich przedtuzenia) tak samo, jak
proste C.P, BP, AP dziela boki tréjkata ABC. (lub

Nietrudno zauwazy¢, ze trojkaty dopisane sa . » ) - c
ich przedtuzenia). Poniewaz te trzy proste w tréjkacie

podobne. Nastepnie wybieramy jeden z tych
tréjkatow, np. tréjkat ABC. i pewien punkt P.
Niech punkt P’ bedzie obrazem punktu P

w podobienstwie przeksztalcajacym tréjkat ABC,
w trojkat CABy,. Analogicznie wyznaczamy

ABC., przecinaja sie w jednym punkcie, wiec na mocy
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy, czerwone
proste tez przecinaja si¢ w jednym punkcie.

By
punkt P dla trzeciego tréjkata dopisanego.

Teraz przez punkty C. i P prowadzimy prosta.

Odpowiadajaca jej czerwona prosta wyznaczona

jest przez punkt C' i punkt przeciecia prostej

C.P z prosta AB lub jest réwnolegta do AB, gdy

prosta C. P jest rownolegla do AB. Analogicznie P
proste B, P’ oraz A,P" wyznaczaja dwie A,

dodatkowe czerwone proste.

Rys. 2

Widzimy, ze jezeli wzgledem pewnego trdjkata
dopisanego (np. ABC.) obierzemy punkt P, to P
jednoznacznie wyznacza dwa punkty P’ i P”. Ta
tréjka punktow wyznacza z kolei punkt przecigcia
czerwonych prostych. Mozna wiec powiedzie¢, ze
powyzsza konstrukcja przeksztatca punkt P w punkt

wspolny tych prostych.

Rys. 1 Okazuje sie, ze tak zdefiniowane przeksztalcenie ma
L. wiele ciekawych wlasciwosci. Nietrudno na przyktad
Prawdziwe jest ., . P
zauwazy¢, ze obrazem srodka cigzkoéci trdjkata ABC,

Twierdzenie 1. jest érodek ciezkosci trojkata ABC. Istnieje jednak
Czerwone proste przecinajg sie w jednym punkcie. wiecej szczegblnych punktéw trojkata ABC., ktorych

Podamy dowdd dla praypadiu, gdy proste C,P, ByP’ obrazy sa szczegdlnymi punktami tréjkata ABC.
) c ) b

. I Tor i : Obrazuje to nastepujaca tabela:
i A, P" przecinaja si¢ z odpowiednimi bokami (lub ich

przedluzeniami) wyjéciowego tréjkata. w tréjkacie ABC. obraz w tréjkacie ABC
$rodek okregu opisanego (O) | $rodek okregu wpisanego (L)
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Punkt Nagela (rys. 3) to punkt przeciecia sie odcinkéw
taczacych wierzcholki tréjkata z punktami stycznosci
okregow dopisanych do przeciwlegtych bokéw tego
tréjkata, a punkt Spiekera (rys. 4) to $rodek okregu
wpisanego w trojkat powstaly przez polaczenie srodkéw
bokéw trojkata wyjsciowego.

Rys. 3

Rys. 4

Niemniej wazna cecha przeksztalcenia jest jego
afinicznosé (dokladniej: przeksztalcenie jest
powinowactwem osiowym wyznaczonym przez wektor
O.C'i prosta AB). Dodatkowo, dowolnie wybrana
prosta, jej obraz i prosta AB przecinaja si¢ w jednym
punkcie lub sa réwnolegte (wektor Cﬁ io$ AB sa
tutaj wyrdznione, poniewaz przeksztalcamy wzgledem

tréjkata ABC.).
Zajmijmy sie teraz tytulowymi bohaterami pracy.

Znany jest fakt, ze w kazdym trojkacie punkty O, G,
Ny i H leza na jednej prostej (tzw. prostej Eulera)

a stosunki odleglodci miedzy tymi punktami sa takie
jak na rysunku nizej.

Rys. 5

Euler z calg pewnoscig udowodnit, ze punkty O, G i H

sg wspotliniowe. O istnieniu okregu dziewieciu punktow
wiedzial (w 1765 roku pokazal nawet, ze przechodzi przez
$rodki bokéw tréjkata wyjsciowego). Czy wiedzial o tym,
ze Na nalezy do prostej nazwanej pdzniej jego imieniem?
Jednoznacznej odpowiedzi nie znalaztem, ale jest bardzo
mozliwe, ze tak. Dowdd tego faktu nie jest przeciez trudny.

2

Christian Heinrich von Nagel (1803-1882) odkryl inng
ciekawa prosta tréjkata (tzw. prostq Nagela), na ktorej
lezy L, G’ (dla odréznienia od G), Sp i Na.

7 podanej wyzej tabeli i faktu, ze przeksztalcenie jest
afiniczne, wynika

Twierdzenie 2.
Obrazem prostej Fulera trojkgta dopisanego jest prosta
Nagela trojkgta ABC.

C

Rys. 6
Stad od razu mamy

Whniosek 3.

Prosta Eulera trojkgta ABC., prosta Nagela tréjkgta
ABC i prosta AB spotykajg sie w jednym punkcie lub
sq rownolegle.

Whniosek 4.

Stosunki odleglo$ci miedzy omawianymi punktami prostej
Nagela sq takie same jak stosunki odleglosci miedzy
odpowiadajgcymi im punktami na prostej Fulera (jest

to cecha przeksztalcen afinicznych).

Na koniec narysujmy (rys. 7) tréjkat ABC' z trzema
tréjkatami dopisanymi, prosta Nagela tréjkata ABC
(przerywana) i proste Eulera dla trzech tréjkatow
dopisanych (czerwone). Widzimy trzy charakterystyczne
punkty. W kazdym z nich przecinaja sie trzy proste:
prosta Nagela, jedna sposréd trzech prostych Eulera

i prosta zawierajaca ktorys z bokéw trojkata ABC.
Istnienie takich trzech punktéw wynika z wniosku 3
zastosowanego do kazdego tréjkata dopisanego z osobna
(trojkat ABC, wybraliSmy tylko dla ustalenia uwagi).
Na rysunku widzimy jednak jeszcze jeden specyficzny
punkt. Rzeczywiscie, zachodzi

Twierdzenie 5.
Trzy proste Eulera trojkgtow dopisanych przecinajg sie
w jednym punkcie.



Mozliwosci eksploatacji tematu jest naprawde wiele.
Pokazana dualno$é¢ miedzy prostymi Eulera i Nagela
pozwala przeformutowaé pewne twierdzenia o prostej
Fulera na dualne twierdzenia dotyczace prostej Nagela
(takim jest np. warunek konieczny na réwnoleglosé
prostej Eulera do pewnego boku tréjkata). Mozna

tez szukaé nastepnych szczegdlnych punktéw tréjkata
i bada¢ ich obrazy, analogicznie mozna postepowac

z prostymi. Na uwage zashuguje encyklopedia Clarka
Kimberlinga (http://faculty.evansville.edu/ck6/

encyclopedia), w ktérej opisane zostato 3055
szczegOlnych punktéw trojkata! Na stronach MathWorld
(http://mathworld.wolfram.com/Centralline.html)
mozna znalez¢ kilkanascie charakterystycznych

prostych trojkata. Material badawczy jest praktycznie

niewyczerpywalny.

Rozwigzanie zadania F 666.
Niech rj; oznacza op6r mierzony migdzy
punktami k i [. W uktadzie 1 miedzy 11 2
mamy polaczenie réwnolegle opornika R3
z polaczeniem szeregowym Ry i Ra, czyli
1 1 -1

ne = (d + mim) =

_ R3(Ri+ Ro)

Ri1+ R2 + R3

oraz
- R2(R1 + R3)
’ R1+ R2 + R3
_ Ri(R2+ Rs)
"~ Ry +Rz+Rs
‘W ukladzie 2 migdzy tymi samymi
punktami jest tylko potaczenie szeregowe
R} i R}, czyli ri2 = R} + R}, analogicznie
ri3 i r23. Laczac otrzymane wzory,

23

dostajemy
R — RaR3
= ST S 5
R1 + R2 + R3
R _ RiR3
= ——————————
R1 + R2 + R3

, R1R2
Ry=— 172
R1 + R2 + R3

Rys. 7

Drobiazgi

Astronomicznym odpowiednikiem stynnego problemu kury i jajka jest np.
zagadnienie, czy uformowane wczesniej galaktyki zebraly sie w gromady
galaktyk, czy tez ogromne obtoki rozproszonej materii podzielily sie
na fragmenty, z ktérych dopiero powstaly galaktyki. W swiecie gwiazd sprawa
wydaje si¢ rozstrzygnieta: obloki materii w miare zgeszczania sie ogrzewaja sie,
co razem sprzyja rozpadowi na mniejsze fragmenty, a z nich w konicu powstaja
gwiazdy. Na zdrowy rozum, mechanizm ten moéglby dziala¢ tez w wiekszej
skali. Jednak obserwacje najblizszej gromady galaktyk, gromady w Pannie
(Virgo), sugeruja co$ przeciwnego. Gromada ma mianowicie dwie koncentracje,
z ktorych kazda w centrum miesci wielkg galaktyke eliptyczna. Koncentracje
te najwyrazniej spadaja na siebie — dowodzi tego rozklad przestrzenny
galaktyk i ich predkosci radialne. Wreszcie galaktyki réznych typow sa w tych
podgromadach nie wymieszane: galaktyki eliptyczne (masywne) grupuja sie
w poblizu centréw, a spiralne (1zejsze) na peryferiach podgromad (nazywa sie
to efektem segregacji galaktyk, a wystepuje on w licznych gromadach). Ten
fakt akurat mozna ttumaczyé¢ dwojako. Moze on oznaczaé, ze gromady nie
osiagnely jeszcze stanu rownowagi, albo ze wlasnie sg stare w skali kosmicznej,
gdyz pojawianie sie efektu segregacji z uplywem czasu potwierdzaja numeryczne
symulacje mechanicznej ewolucji gromad. Badania ewolucji gromad stawiaja
dopiero pierwsze kroki.

* ok x
Srednia odlegloéé (r) planety od Slofica mozna obliczyé np. jako érednig (niech
juz bedzie: arytmetyczna) wielu pomiaréw r wykonanych w jednakowych
odstepach czasu t w ciggu pelnego obiegu planety. Ale mozna tez uérednié
pomiary r wykonane w jednakowych odstepach kata v miedzy kierunkiem r
a kierunkiem na peryhelium (kat ten nazywa sie anomalia prawdziwa). A jezeli
obliczy¢ $rednia arytmetyczna po prostu najmniejszej i najwickszej odleglosci
planety od Stonica, to co wyjdzie? A ile wynosi $rednia geometryczna tych dwoch
odleglosci? A ich $rednia harmoniczna? Wszystkie te érednie sa rézne. Oto one
(a oznacza wielka pétos elipsy, e jej mimosrdd):

(ry =a(l+¢€%/2), (r), =a\/1—e2=0,
(rmin + Tmax)/2 = a, V "'minTmax = ba

< ! + ! )1(1(162)/2.

Tmin T'max

Mozna skonstruowac kat (zwany anomaliag mimosrodowa), wzgledem ktérego

usrednione r wynosi a.
T. K.



