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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2006

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
404 (WT = 1,83) i 405 (WT = 1,98)
z numeru 10/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 47,60

Mateusz Lacki  — Krakéw 36,53 oS
Konrad Kapcia — Czgstochowa 27,70

Andrzej Idzik — Bolestawiec 20,84

Tomasz Tkocz  — Rybnik 18,90 n=1

Witamy nowego cztonka Klubu 44F —
p. Jerzego Witkowskiego.

519. Cgzy istnieje nieskonczony ciag liczb dodatnich ay, a9, as, ..

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 519, 520
Redaguje Marcin E. KUCZMA

., dla ktoérego

o0
. A n ..
szeregi E — oraz g — sa oba zbiezne?
n? a?
n=1

520. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi €21 i 9, o réznych promieniach
i srodkach (odpowiednio) Oy i Os, przecinajace sie w punktach A i B tak, ze kat

01AO> jest prosty. Na odcinku AB obieramy dowolny punkt X rézny od A, B
oraz Srodka odcinka AB. Prosta O1 X przecina okrag o w punktach P; i @1,
prosta O2 X przecina okrag 2; w punktach P i @2, przy czym punkty P; i P,

511. Niech w bedzie okregiem przechodzacym przez parami
rézne punkty K, L, M oraz srodki A, B, C okregéw
(odpowiednio) ki, k2, ks. Punkty A, B, C' dziela okrag w
na huki BC, CA, AB, ktére oznaczymy odpowiednio przez
«, B, 7. Przyjmijmy, ze v jest najkrotszym z tych tukéw;
zatem | AC'B| < 60°.

Skoro A lezy na zewnatrz okregu k2, a B na zewnatrz okregu
k1, to |AB| > |AM|, |AB| > |BM|, wiec |« AM B| > 60°.
Zatem punkty M, C' leza na réznych tukach AB okregu w,
czyli M € ~.

Roézne punkty L, M € ki sa jednakowo odlegle od A, a tuk v
jest nie dhuzszy od 3, wobec czego L € . Analogicznie,

K € «. Tak wiec punkty A, M, B, K, C, L leza na okregu w

w takim wtasnie porzadku; przy tym A, B, C' sg $rodkami
tukéw LM, MK, KL. Zatem proste KA, LB, MC zawieraja
dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata K LM i przechodza
przez wspOlny punkt I.

Wiadomo, ze |AI| = |[AM| oraz |BI| = |BM]| (znana
wlasnosé punktu przeciecia dwusiecznych). Wobec tego
punkt I lezy na okregu ki oraz na okregu ka. Jest on rézny
od punktu M, wigc pokrywa si¢ z punktem Z, i analogicznie,
pokrywa sie z X oraz Y. Stad teza: X =Y =27 = 1.
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512. Dana jest liczba catkowita dodatnia n. Wykazadé, ze rownanie ‘{/7 + ‘{/; =
rozwigzanie w dodatnich liczbach caltkowitych z, y wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest podzielna
przez szescian liczby calkowitej wigkszej od 1.

leza na odcinkach O1 X i O2X. Wykazaé, ze proste Py Py, Q1Q2 i O102 maja
punkt wspdlny i ze ten punkt nie zalezy od wyboru punktu X.

Zadanie 520 zaproponowal pan Piotr Achinger z Warszawy.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

511. Okregi k1, k2, ks (na plaszczyznie) przecinajg si¢ parami: ko Nkg = {K, X}, ks Nk1 = {L, Y},
ki Nke ={M, Z}. Srodek kazdego okregu lezy na zewnatrz dwoéch pozostalych okregéw. Ponadto
istnieje okrag przechodzacy przez punkty K, L, M oraz $rodki okregéow k;. Udowodnié, ze jedli

K, L, M sa trzema réznymi punktami, to punkty X, Y, Z pokrywaja sie.

‘{/Z ma

512. Zal6zmy, ze liczby catkowite x,y,n > 0 spetniaja
podane réwnanie. Wowczas liczby dodatnie

a= ?\’/?7 8= i/g
n n
spelniaja rownanie o + 3 = 1. Ich szesciany sg liczbami
wymiernymi. Z tozsamosci

3a+B) (@’ — %) = (a—B) 3(a+B)(a”+aB+ %) =
=(a—B)(2a+p)°+ (@ +5%))

wnosimy, ze a — 3 jest liczbg wymierna, i w konsekwencji
same liczby «, 3 sg wymierne.

Zapisujac liczbe a w postaci nieskracalnego utamka oo = k/m
mamy réwnosé zm?® = nk?, z ktérej wynika, ze n dzieli sie
przez m?. Skoro zaé x < n, to k < m, wiec liczba n jest
podzielna przez szescian liczby m, wiekszej od 1.

Na odwrét, zaktadajac, ze liczba n ma dzielnik postaci m?>

(m > 1), przyjmujemy
n n(m —1)>
m

i uzyskujemy wymagang réwnosé

Ve o= n

m3



Klub 44

Zadania z fizyki nr 416, 417
Redaguje Jerzy B. BROJAN

416. Ze szkla o wspolezynniku zalamania 1,5 wykonano pryzmat o podstawie
tréjkata rownobocznego, skierowano na niego promien swiatla tak, ze
przedluzenie tego promienia przebiegalo przez srodek tréjkata i wprawiono
pryzmat w ruch obrotowy (rys. 1). Podaé zakres mozliwych wartosci kata
odchylenia promienia od kierunku poczatkowego (przedzial lub przedzialy).

Pominaé¢ czesciowe odbicie $wiatla towarzyszace zatamaniu, natomiast

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2006

/
Rys. 1 L e

wynosi 35°?

Rys. 2
408. Z réwnan
sin «v . 1
S g =n, siny= =
mozna numerycznie wyznaczy¢ n — dla o = 35°
otrzymujemy n = 1,593.

B+ =607

409. Niech ksztalt drutu po wlaczeniu pradu

bedzie opisany funkcja y(x), gdzie y jest poziomym
odchyleniem drutu na wysokosci z (0 < z < 1).

Kat odchylenia drutu od pionu jest maty i réwny

w przyblizeniu « = dy/dz, a skladowa pozioma silty
napiecia drutu wynosi w tym samym przyblizeniu

Qy = Qa, gdzie Q = mg/2. Zauwazmy dalej, ze

przy podanych wartoéciach d i [ mozna podzieli¢
druty na odcinki o dlugosci znacznie wigkszej od

d, a jednocze$nie znacznie mniejszej od [. Poniewaz
wygiecie drutow jest niewielkie, wiec site wzajemnego
oddziatywania tych odcinkéw mozna obliczyé
korzystajac ze wzoru dla przewodnikow réwnolegtych
i nieskonczenie dlugich. Przyréwnujac réznice miedzy
wartoéciami @), na poczatku i na koncu odcinka drutu
o dtugosci dz do sily oddzialywania magnetycznego
dF'm otrzymujemy réwnanie

d*y dFm  py 1P
dz?  dz  27md—2y’
gdzie minus po znaku rownosci wynika z faktu, ze

druga pochodna funkcji y(z) jest ujemna, a czynnik 2
w wyrazeniu d — 2y — z symetrii problemu (przesuniecie
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uwzgledni¢ ewentualne catkowite odbicie wewnetrzne.

417. Przelacznik na rysunku 2 jest przerzucany z gérnego do dolnego
polozenia i na odwrét, przy czym czasy zetkniecia z dolnym i gérnym stykiem
sa jednakowe. Czestotliwos$¢ przerzucania (lub — co na jedno wychodzi —
pojemnos$é kondensatora) jest tak duza, ze po pewnym czasie zmiany napiecia
na kondensatorze przestaja by¢ zauwazalne. Jaka jest wtedy wartosé tego
napiecia? Wielko$ci oznaczone na rysunku sa dane.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

408. Przez pryzmat, ktérego przekrdj ma ksztalt tréjkata rownobocznego, biegnie promien $wiatla,
wybiegajac z niego stycznie do $cianki. Ile wynosi wspélczynnik zalamania szktla, jesli kat o

409. Cigzar o masie m = 10kg wisi na dwéch cienkich i jednakowo obciagzonych drutach o dtugosci

! = 20 m, ktére poczatkowo byly pionowe i odlegte od siebie o d = 20 cm. Przez druty przepuszczono
prad o jednakowym natezeniu i zwrocie. Przy jakim natezeniu pradu druty si¢ zetkng? Dopuszczalne
sg przyblizenia odpowiednie dla podanych wartosci liczbowych oraz obliczenia numeryczne.

kazdego z drutéw o y zmniejsza ich wzajemna odlegto$é
o 2y). Pomnozenie obu stron przez dy/dz i scatkowanie
daje nam réownanie z pierwsza pochodna

dy\* g0 0, d—2y
=) 22,227
Q (dl‘) 27 " d— 2?Jmax7

gdzie Ymax jest maksymalnym odchyleniem drutu
(w polowie jego dlugosci). Analizujac zaleznos$é
Ymax 0d natezenia pradu I (lub na odwrét — I od
Ymax) stwierdzamy, ze poczatkowo ma ona charakter
rosnacy, a po przekroczeniu pewnej warto$ci Ymax
odpowiadajacej maksymalnemu natezeniu pradu mamy
do czynienia z funkcja malejaca. Nietrudno dojs$é
do wniosku, ze w tym drugim zakresie rownowaga
drutu ma charakter niestabilny. Do analizy numerycznej
najlepiej wprowadzi¢ bezwymiarowe zmienne

u=2y/d i

S = axr

(gdzie a = 2 55 ), W ktérych réwnanie przybiera

du\? ! 1—wu
— ] =In———.
ds 1 — Umax

Zadajemy pewna wartos¢ Umax mniejsza od 1,
wybieramy znak du/ds > 0 i calkujemy numerycznie
powyzsze réwnanie od punktu s = 0, uv = 0 do punktu,
w ktérym s = S, U = Upmax. Poréwnujac wyniki
otrzymane dla réznych umax stwierdzamy, ze
maksymalna wartosé¢ s, jest osiagana dla

Umax = 0,07 + 0,58
i wynosi s, = 1,082. Po przyréwnaniu s,, do al/2
i podstawieniu a wyznaczamy maksymalne natezenie
pradu, przy ktérym nie nastapi zetkniecie drutdw:

Inax = 1,08251 nQ =169 A.
! Ho

postac



