Rys. 1. Wielokaty gwiazdziste.
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Zdzistaw POGODA™

Pytanie postawione w tytule wydaje sie dziwne. Przeciez wiadomo co najmniej
od czaséw Platona, ze wieloSciandéw foremnych jest pie¢ typéw: czworoscian
foremny, szescian oraz oSmioscian, dwunastoscian i dwudziestoscian — wszystkie
foremne. Latwo tez pokazuje sie, ze nie moze by¢ ich wiecej. W czym zatem
problem?

Definiujac i opisujac wielosciany foremne, zazwyczaj zaktadamy milczaco, ze sa
one wypukle. A co bedzie, gdy zrezygnujemy z wypuktosci? Podobnie mozemy
zrezygnowaé z wypuklosci Scian. Czy w takiej ogdlniejszej sytuacji bedziemy
mogli méwi¢ o wieloscianach foremnych? Ile ich wtedy bedzie?

Najpierw ustalmy pewne definicje. Zapewne pamiectamy, ze wielokat foremny to
jest taki wielokat wypukly, ktéry ma wszystkie boki rowne i katy wewnetrzne
przy wierzchotkach takie same, czyli przystajace. Opuszczajac stowo ,wypukty”
i nie zwracajac uwagi na przeciecia bokéw, dostajemy okreslenie wielokata
foremnego gwiazdzistego. Takie wielokaty powstaja z przekatnych zwyklych
wielokatow wypuklych. Najprostszy tworza przekatne wypuktego pieciokata
foremnego — jest to pieciokat gwiazdzisty, czyli znany Pitagorejczykom
pentagram. Przekatne szedciokata nie zamykaja sie w wielokat gwiazdzisty —

tu dostajemy kompozycje dwéch tréjkatéw réwnobocznych nazywang czesto
gwiazda Dawida. Za to w siedmiokacie foremnym mamy az dwa siedmiokaty
gwiazdziste.

Jesli wielokat foremny (gwiaZzdzisty lub nie) ma n bokéw, a punkt O oznacza
jego $rodek (czyli np. srodek okregu opisanego na tym wielokacie), to punkt
poruszajacy sie po bokach wielokata obiegnie $rodek d razy. Gdy wielokat
jest wypukly, to d = 1, dla pentagramu d = 2. Kat srodkowy, czyli kat

o wierzcholku O, ktérego ramiona przechodza przez konce
jednego boku, ma miare 2%1. Liczbe d czesto nazywa sie gestoscia
wielokata foremnego. Liczby d i n sa wzglednie pierwsze oraz
2d < n. Wielokat o n bokach i gestosci d oznacza sie symbolem
{%} — jest to symbol Schlifliego wielokata foremnego.

Mozna sprébowaé rowniez rozszerzy¢ definicje wielodcianu foremnego,
rezygnujac z wypuklosci i dopuszczajac $ciany gwiazdziste. Wieloécian nazwiemy
foremnym, gdy jego $ciany sa przystajacymi wielokatami foremnymi, rowniez
gwiazdzistymi, a w kazdym wierzchotku schodzi si¢ jednakowa liczba Scian.

W takim przypadku, podobnie jak dla wielokatéw gwiazdzistych, $ciany beda
mogly sie przenikaé¢. Warto moze zaznaczy¢, ze termin ,Sciana” jest tu juz nieco
umowny.

Wygodnie jest tez zdefiniowaé¢ wieloscian foremny, uzywajac pojecia figury
(wielokata) wierzchotkowej. Figura wierzchotkowa jest wielokatem, ktérego
wierzcholki sa srodkami krawedzi schodzacych si¢ w danym wierzchotku
wielo$cianu. Dla szedcianu, na przyktad, figura wierzchotkowa jest trojkat, a dla
dwudziesto$cianu pieciokat.

Latwo sprawdzamy, ze wieloscian jest foremny, gdy wszystkie Sciany sa
przystajacymi wielokatami foremnymi i podobny warunek spelniaja figury
wierzchotkowe. Dla wieloScianéw foremnych wprowadzamy rowniez symbol
Schlafliego {p, ¢}, gdzie {p} jest symbolem Sciany, a {¢q} symbolem figury
wierzchotkowej. Liczba ¢, gdy jest catkowita, jest takze liczba krawedzi lub,

co na jedno wychodzi, $écian schodzacych sie w wierzchotku wieloscianu. Tak
wiee, np. {5,3} oznacza wieloScian, ktérego $cianami sg pieciokaty, a figurami
wierzchotkowymi tréjkaty, czyli w kazdym wierzchotku tego wielo$cianu mamy
trzy krawedzie. Jest to naturalnie dwunasto$cian foremny.

Jakie pary liczb {p, ¢} mozna przypisaé¢ wieloScianom foremnym? Klasyczne
twierdzenie mowi, ze dla wieloscianéw wypuklych dopuszczalne sa nastepujace
symbole {3,3}, {3,4}, {4,3}, {3,5} i {5,3}. Z kazdym zwiazany jest pewien
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wieloécian foremny. Jaki? Czytelnik z pewnoscig sam zgadnie. Czy liczby p i ¢
moga przyjmowaé wartosci ulamkowe? Kepler na poczatku XVII, a Poinsot
na poczatku XIX wieku skonstruowali takie przyklady.

Jedli w pieciokacie foremnym przedtuzymy krawedzie az do przeciecia, to
otrzymamy pieciokat gwiazdzisty. Mozemy tak postapi¢ z kazdym pieciokatem

— $ciana dwunastoscianu foremnego. Otrzymamy wtedy obiekt nazywany
dwunastos$cianem gwiazdzistym matym. Jego $cianami sa pentagramy

i w kazdym wierzchotku schodzi sie ich pieé, a zatem spelnione sa warunki
rozszerzonej definicji wielo$cianu foremnego. Zgodnie z przyjetymi zasadami jego
symbol ma postaé {g, 5}.

Rys. 2. Dwunastoscian gwiazdzisty maly i idea konstrukcji.

Istnienie wielo§cianu o symbolu {5, % udowodnil Poinsot. Wystarczy w kazdym
pentagramie dwunasto$cianu gwiazdzistego malego polaczyé wierzchotki,
tworzac ponownie wypukle pieciokaty foremne. Powstaly wielodcian jest

figura niezwykta, gdyz zbudowany jest, podobnie jak dwunasto$cian foremny,

z dwunastu pieciokatéw, a jego figura wierzchotkowa jest pentagram. Nazwano
go dwunastoscianem wielkim.

Rys. 3. Dwunasto$cian wielki i idea konstrukcji.

Jesli w dwudziesto$cianie foremnym poprowadzimy plaszczyzny tak, ze
beda zawieraly podstawy ostrostupéw pieciokatnych, to utworza one wlasnie
dwunastoscian wielki.

Czy mozna wskazaé jeszcze jakie$ inne niewypukle wielo$ciany foremne? Kepler
i Poinsot skonstruowali jeszcze po jednym, a Poinsot zastanawial sig, czy to juz
wszystkie mozliwosci. No wladnie, jak sprawdzié, czy przypadkiem czego$ nie
przeoczono? O ile dla wielo$cianéw wypuklych latwo przekonujemy sie, ze wiecej
mozliwosci by¢ nie moze (wystarczy sprawdzié, ile wielokatéw foremnych i jakie
moga sie schodzi¢ w jednym wierzchotku), o tyle, gdy rezygnujemy z wypuklosci,
sprawa staje sie duzo trudniejsza.

Z pomoca przychodza wiadomosci dotyczace izomerii wlasnych figur (symetrii
figur) i ich grup. Przypomnijmy, ze izometria wlasna albo symetria figury
nazywamy taka izometrie, ktéra przeksztaltca figure na siebie. Moze to by¢
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obrét, symetria osiowa, symetria plaszczyznowa (odbicie), a takze
przeksztalcenie identycznosciowe. Nietrudno si¢ przekonaé, ze symetrie figury
tworzg grupe: zlozenie dwoch symetrii jest symetrig i odwrotna do symetrii
figury tez jest jej symetria. Na przyklad: czworoscian foremny ma 24 symetrie
— kazdej jednoznacznie odpowiada jaka$ permutacja wierzchotkéw.

Dla nas bedzie interesujace pewne wazne twierdzenie dotyczace, miedzy

innymi, obrotow wtasnych wieloscianéw foremnych. Zanim je sformutujemy,
przypomnijmy, ze kazdy obrét na plaszczyZnie wykonujemy wokét pewnego
punktu — srodka obrotu, a obrét w przestrzeni dokota pewnej prostej — osi.

Jesli obrét o kat 360°/n jest obrotem wlasnym figury, to méwimy, ze figura ma
n-krotny srodek obrotu lub n-krotna o$ obrotu w zaleznoéci od typu obrotu.

Na przyktad: pieciokat foremny ma pieciokrotny $rodek obrotu, a czworoscian
foremny ma trzykrotne osie obrotu, ale ma tez dwukrotne osie obrotu (czyli osie
symetrii) przechodzace przez $rodki krawedzi sko$nych.

Sygnalizowane twierdzenie méowi, ze jesli grupa obrotéw w przestrzeni jest
skonczona i zawiera co najmniej dwa obroty rézine od obrotow o 180° ¢ o

réznych osiach, to jest identyczna (izomorficzna) z jedng z trzech nastepujgcych
grup: grupg obrotéw czworoscianu foremnego, grupg obrotéw szescianu (i tym
samym oSmioscianu foremnego) oraz grupg obrotéw dwunastoscianu foremnego
(identyczng z grupg obrotéw dwudziestoScianu foremnego). Niestety, nie ma tu
miejsca na dowodd tego waznego faktu. Czytelnik zainteresowany dowodem moze
go znalezé, na przyklad, w klasycznej ksiazce Hermana Weyla , Symetria”.

Zobaczmy, jak to twierdzenie pozwala wyznaczyé¢ niewypukte wieloéciany
foremne. Kazdy z wielo$cianéw foremnych o symbolu {p, ¢} musi mie¢ jedna

z trzech wymienionych w twierdzeniu grup obrotéw wlasnych. Wygodnie jest
zrzutowaé powierzchnie wieloScianu na powierzchni sfery stycznej do wszystkich
Scian wieloscianu (sfery wpisanej) — rzut wykonujemy ze érodka sfery. Dzigki
temu wystarczy studiowaé¢ odpowiednie mozaiki na sferze i ich obroty.
Zauwazmy jeszcze, ze w grupie symetrii podziatu sfery odpowiadajacemu
wielo$cianowi {p, ¢} mamy obroty o n,-krotnych érodkach pokrywajacych sie

ze érodkami Scian oraz ng-krotne obroty o Srodkach w wierzchotkach. Liczby n,
i ng sg ewentualnie licznikami liczb p i ¢, gdy sa one utamkami.

7 cytowanego twierdzenia natychmiast wynika, ze jesli szukamy wielo$cianu
foremnego réznego od znanych bryt platofiskich o symbolu {p, ¢}, to jego grupa
symetrii musi by¢ grupa obrotéw dwunastos$cianu foremnego, ktéra jako jedyna
ma pieciokrotne osie obrotu, co gwarantuje pieciokrotne srodki obrotu dla
odpowiadajacego podzialu sfery. Zatem wielosciany foremne niewypukte moga
mie¢ tylko symbole {2, k} wzglednie {k, 2}, gdzie k moze przyja¢ wylacznie
jedna z trzech wartosci: 3, 5 albo %

Ostatnig wartosé da sie wyeliminowaé. Przyjrzyjmy sie temu blizej. Poréwnamy
podzial sfery dla hipotetycznego wieloscianu { %, k} z podzialem dla
dwunastoscianu foremnego.

Niech na sferze bedzie dany podzial typu {5,3}. Wybierzmy jedna ze $cian wraz
ze sferycznym pieciokatem gwiazdzistym {5} umieszczonym tak, zeby grupa
obrotéw dwunastoscianu byla dla niego grupa symetrii. Ten pieciokat moze byé
umieszczony tylko na dwa sposoby, zeby nie burzy¢ symetrii i zeby mozna byto
dotozy¢ kolejne pieciokaty gwiazdziste zwiazane z potencjalnym wielodcianem

g, k}:

e wierzcholki pieciokata gwiazdzistego sa $rodkami Scian przylegltych
do wyrdznionej;

e wierzcholki pieciokata gwiazdzistego sa wierzchotkami Scian réwniez
przylegtych do tej wybranej

Znéw powolujac sie na zachowanie symetrii, zauwazamy, ze w pierwszym
przypadku mozemy otrzymaé podzial typu {g, 5}, bo w érodku zejdzie sie pieé
pentagraméw. Natomiast w drugim przypadku w wierzchotku zejda sie tylko
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Rys. 6a

trzy pentagramy, czyli podziat odpowiada g, 3}. Dzieki dwoistodci mozliwe sa
jeszcze tylko podzialy: {5, g}, {3, g .

Ostatecznie wiec, mozliwe sa co najwyzej cztery niewypukle wielodciany
foremne, czyli Kepler i Poinsot znalezli wszystkie dopuszczalne obiekty.

Pierwszym, ktéry udowodnil, ze wieloscianow foremnych niewypuktych jest
cztery, byt Augustyn Cauchy. Postuzyl si¢ on réwniez wlasnosciami rzutu
powierzchni wielodcianu na sfere i wykorzystal pewne pomysty Poinsota. Nie
znal on naturalnie twierdzenia o klasyfikacji grup obrotéow w przestrzeni.

Na koniec opiszemy krétko, jak mozna skonstruowaé¢ dwunastoscian gwiazdzisty
wielki i dwudziesto$cian wielki. Pierwszy z nich otrzymamy z dwunasto$cianu
wielkiego przez przedluzanie krawedzi — bokéw pieciokatéw. Jak juz wiemy,
przedtuzajac boki pieciokata foremnego, otrzymamy pentagram. W omawianym
przypadku trzy pentagramy zejda sie¢ w jednym wierzchotku, tworzac
dwunastoscian gwiazdzisty wielki.

Rys. 7a

Rys. 6b

Konstrukcja dwudziestoscianu wielkiego jest bardziej skomplikowana. Umie$émy
dwudziestoécian formeny na plaszczyznie tak, zeby jedna z jego Scian lezala

na tej plaszczyznie. Przyjrzyjmy sie teraz Scianie przeciwleglej. Przez przylegle
do niej trojkaty poprowadzmy plaszczyzny. Wyznacza one na pierwszej
plaszczyznie tréjkat réwnoboczny — jest to $ciana dwudziesto$cianu wielkiego.
Powtarzajac procedure dla kazdej ze $écian dwudziestoscianu foremnego,
otrzymamy dwudziestoScian wielki — foremny wieloScian niewypukly zbudowany
rowniez z dwudziestu tréjkatow rownobocznych. Jego symbol Schlafliego to
wlasnie {3, 3}.

Rys. 7b

Czytelnicy pragnacy wykonaé¢ modele omawianych wielo$cianéw znajda ich opis
w ksiazce Cundy, Rollet Modele matematyczne.

Podobnie mozemy zapyta¢ o niewypukle wieloSciany archimedesowe. Tu sprawa
jest jeszcze bardziej skomplikowana i ostateczny wynik uzyskano dopiero
w latach siedemdziesiatych XX wieku.
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