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komplikuje sie do tego stopnia, ze to podejscie staje si¢ niepraktyczne. Wtedy
mozna juz tylko wykorzysta¢ specjalne wlasciwosci badanego ksztaltu lub
wymodelowaé przypadki poczatkowe komputerowo.

Zadanie. Na ile maksymalnie kawalkéw moze podzieli¢ plaszczyzne 256 elips?

Odpowiedzia jest warto$é W (256), przy czym W (n) jest wielomianem
charakterystycznym dla elipsy. Sprawdzmy wartosci poczatkowe.
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Wiemy, ze W (n) jest wielomianem stopnia 2. Podstawiajac dowolna
tréjke wartosci n 1 W(n) z rysunku, otrzymujemy ukltad réwnan linowych.
Po rozwiazaniu, W(n) = 2n? — 2n + 2. Odpowiedz: W (256) = 130 562.

Skracanie w uogodlnieniach
Krzysztof OLES*

Sprobujmy uogdlni¢ dodawanie i odejmowanie. Te operacje dobrze znamy
(dopiero po pewnym czasie slyszymy, ze dzialanie to funkcja, funkcja to relacja,
relacja to zbiér — i popadamy w watpliwosci), mozemy wiec pokusié¢ sie o pewien
eksperyment: sprobujmy dodawaé i odejmowaé zbiory. Przed oczyma staja
diagramy Venna i wszystko wydaje si¢ oczywiste. My jednak pdjdziemy w strone
arytmetyki.

Przypomnijmy, ze R" = {(z1,...,z,) 121 €R,... 2, € R}, oraz dla
x=(21,...,2n), y = (Y1,-..,Yn) mozemy zdefiniowaé¢ dodawanie i odejmowanie
»Do wspolrzednych”, mianowicie =y = (z1 £ y1, ..., 2T, £ yn). Ponadto,
analogiczne x mozemy przemnozy¢ przez A € R w nastepujacy sposéb:

Az = (Azx1,...,Ax,). Po tej nuzacej retrospekeji pojawiaja sie¢ dzialania. Dla
A, BCR"
(1) A+B={a+b:ac Abe B}.

Kiedy dodamy (nomen omen), ze dla odejmowania sytuacja jest podobna, to
calo$¢ staje sie jasna. Czy aby na pewno?

Pojawiaja sie¢ pytania dwojakiego rodzaju. Geometryczne, np. co otrzymamy
sumujac koto i jego brzeg? Arytmetyczne, np. czy prawda jest, ze A + A = 2A7

W naszych rozwazaniach zajmiemy si¢ jednym z pytan arytmetycznych —
sformulujemy je w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem w R™,
niech ponadto B i C' bedg domknietymi i wypuklymi zbiorami w R™. Jesli
A+B=A+C,toB=C.

Jan Tadeusz Stanistawski powiedzialby w tym momencie: i to by bylo na tyle.
Ostatnia linijka twierdzenia to przeciez takie zwykle skracanie (chcialoby

sie nawet co$ obustronnie poskresla¢). Zasnaé spokojnie nie pozwalaja

jednak zalozenia. Z pewna taka niedmialodcia — zacznijmy bez nich. Niech D
oznacza kolo (na plaszezyznie) o $rodku w poczatku ukladu wspélrzednych

i promieniu 1, a F jego brzeg. Latwo zauwazy¢ (ostawione hasto-wytrych
sygnalizujace zadanie dla Czytelnika), ze D + D jest kolem o $rodku w poczatku
uktadu wspoélrzednych i promieniu 2, oraz ze tym samym kotem jest D + E,
natomiast D # E. Nie mozemy bezkarnie skracac!
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Wracamy zatem do zalozen. Potrzebna nam bedzie odlegtos¢ w R™. Niech
x=(21,...,2n), y = (Y1, .-, Yn). Odlegloscia tych dwdch punktéw nazywamy
liczbe

d(:c,y) = \/(351 - y1)2 ot (xn - yn)2'
Zauwazmy, ze definicja ta uogdlnia znane — dla n = 1,2, 3 — odleglosci. Analogie
sg znaczne, np. kula w R o srodku w punkcie = i promieniu r > 0 nazywamy
zbiér {y € R" : d(x,y) < r}.

Po co nam kule? Ot6z, zbidr jest ograniczony, jesli mozna go umieéci¢ w pewnej
kuli.

Czas na domknigtoéc. Ot6z, zbiér domkniety w R™ ma te wlasnosc, ze granica
ciagu jego elementéw nalezy do tego zbioru. Przykladem zbioru, ktéry nie

jest domkniety w R jest odcinek (0;1). Wystarczy rozwazy¢ przykladowy

ciag ay =1 — % i jego granice a = 1. W tym miejscu male wyjadnienie dla
przypadkéw, w ktérych n # 1. Jedli (a,,,) jest ciagiem elementéw R™, to a jest
jego granicy, wtedy 1 tylko wtedy, gdy ciag liczbowy (d(am, a)) jest zbiezny do
zera.

I na koniec definicyjnego gderania jeszcze jedno przypomnienie: wypuklosé.
Zbiér A C R" nazywamy wypuklym, jesli zachodzi warunek

(2) Va,yeA V/\G[O;l] AT + (1 —ANyeA

(jest to parametryczny opis odcinka).

Dodam, iz pojecia ,domknietosci” — w troche innej wersji — i ,,wypuklos$ci” wraz
7z konsekwencjami w Delcie juz sie pojawily, m. in. [2].

Jestesmy gotowi na danie gléwne. Podane twierdzenie jest prosta konsekwencja
nastepujacej obserwacji (byla ona np. zadaniem na Miedzynarodowym
Konkursie Matematycznym im. Vojtécha Jarnika w Ostrawie w roku 2001).

Twierdzenie 2. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem w R™, niech
ponadto C bedzie domknietym i wypuklym zbiorem w R™. Dla dowolnego B C R™
zachodzi warunek

A+BCA+C=BCC.
Dowéd. Ustalmy ag € A. Jeslib e B, toag+be A+ B C A+ C, a zatem,
na mocy (1), istnieja a1 € A oraz ¢; € C, takie, Ze ag + b = a1 + ¢1. Analogicznie,
dla ay,...,a,m—1 € A istnieja as,...,a, € A oraz co, ..., cn € C, takieze:
a1+b=as+cy,a0+b=az+cs, ..., Gm_1+b=am + cn. Dodajac te rownania
stronami i skracajac, otrzymujemy ag +mb = a,, +c1 +co + - - -+ ¢, Niech teraz

1
T =—(c1+ca+ -+ cm).
m

Zauwazmy, ze na mocy wypukloéci C i (rozwinietego indukcyjnie) warunku (2)
mamy ., € C.

Dowdd konicza rachunki zwiazane z odlegloscia, mianowicie — po obliczeniach
,ha wspbélrzednych” — otrzymujemy

d(b, z,,) = id(mb,m:cm) = ld(am,ao).
m m

Ze wzgledu na ograniczono$é zbioru A (a wiec wspdlna ograniczonosé liczb
d(am, ap)) mozemy wnioskowaé, ze dla m — oo mamy d(b, z,,,) — 0, a zatem
b =1lim,,— 00 Ty Z zatozonej domknietosci C wynika, ze b € C'i ... koniec
dowodu.

Na zakoniczenie pytanie do Czytelnika. Podaliémy przyklad uzasadniajacy
zalozenie wypuklosci. A co z domknietoscia i ograniczeniem? Nie wystarcza
przeciez wykorzystanie ich w przytoczonym dowodzie. . . Zainteresowanych
odsytamy na strone 16.
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