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Problem. Na ile maksymalnie kawalkéw k hiperplaszczyzn (d — 1)-wymiarowych
moze podzieli¢ d-wymiarowq hiperprzestrzen?

Okazuje sie, ze rozwiazanie tego zadania, w polaczeniu z kilkoma prostymi
twierdzeniami, pozwala odpowiedzie¢ na szeroka klase pytan zwiazanych

z podziatami przestrzeni. Dla wygody i zwiezlosci zapisu wprowadzmy pewien
symbol.

Definicja 1. Niech A{ (d,k € NU{0}) oznacza maksymalng liczbe kawalkéw,
jakqg mozna otrzymadé, dzielge d-wymiarowq hiperprzestrzen k hiperplaszczyznamsi
(d — 1)-wymiarowymi. Dla kazdego k przyjmujemy, ze A = 1.

Brzmi to groznie, wiec sens wyjasnimy na przykladzie. Z podziatu prostej

(d =1) 2 punktami otrzymamy 3 kawalki — jeden odcinek i 2 pélproste, wiec
A} = 3. Dzielac plaszczyzne (d = 2) 3 liniami, maksymalnie mozemy otrzymaé
7 kawalkow, wigc AZ = 7. Dla przestrzeni 3-wymiarowej i 3 plaszczyzn mamy
A3 =8.

Rozpatrzmy przypadki szczegdlne problemu wyjsciowego.

Prosta. Latwo zauwazy¢, ze k punktow dzieli prosta na k + 1 czeSci, a poniewaz
Vi AY =1, wiee
(*) Al =0+ A

Ptlaszczyzna. Zalézmy, ze mamy juz na plaszczyznie k — 1 prostych, ktore
dziela ja na maksymalna liczba kawaltkéw, czyli A7 . Prosta k-ta dodaje

tyle samo obszarow, ile kawatkéw wyjdzie z podziatu tej prostej przez k — 1
zastanych linii. Z () wnioskujemy, ze maksymalnie mozemy ich otrzymaé A} _;,
bo k — 1 prostych moze przecia¢ inna prosta w co najwyzej k — 1 punktach, stad

Af = Afy + Ay

Przestrzen tréjwymiarowa. Liczba nowych tréjwymiarowych obszardw
zdefiniowanych przez k-ta plaszczyzne jest réwna liczbie dwuwymiarowych
obszaréw wyznaczonych na plaszczyznie ciecia przez jej przeciecia z innymi
ptaszczyznami, stad wniosek:
3 3 2

Ay =A5_+ A5,
Ogodlnie zachodzi
Twierdzenie 1. Vg rey AZ = Agfl + Az:}.

Dowdd opiera sie na $cislej analogii miedzy nizszymi a wyzszymi wymiarami,
tak jak to mialo miejsce np. miedzy plaszczyzng a przestrzenia tréjwymiarowa.
Postaé¢ rekurencyjna jest malo efektywna przy wiekszych parametrach, dlatego
warto dysponowaé ,,jawnym” wzorem na Ag.

d

Twierdzenie 2. Vg rey Az = Z (I;) .
i=0

Co latwo sprawdzi¢: wystarczy podstawi¢ sume do réwnania z twierdzenia 1,
rozwinaé prawg strone i polaczy¢é w pary odpowiednie wspdlezynniki.
Bezpoérednio z twierdzenia 2 wynika, ze Ag wyraza sie wielomianem stopnia
d zmiennej k. Korzystajac z lekko zmodyfikowanej metody dowodzenia
z twierdzenia 1 oraz opierajac si¢ na twierdzeniu 2, mozna udowodnic¢

Twierdzenie 3. Maksymalna liczba kawalkow, ktore mozna otrzymaé z podziatu
d-wymiarowej hiperprzestrzeni k obiektami, wyraza sie wielomianem zmiennej k,
stopnia d.

Zastosowania. Twierdzenie 3 pozwala na szybkie rozwigzywanie zadan
zwiazanych z podzialami przestrzeni. Znajac stopien wielomianu, mozemy
recznie sprawdzi¢ wartosci poczatkowe, podstawi¢ i obliczy¢é wspoltczynniki,
jednak dla wyzszych wymiaréw czy skomplikowanych obiektéw sprawa
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komplikuje sie do tego stopnia, ze to podejscie staje si¢ niepraktyczne. Wtedy
mozna juz tylko wykorzysta¢ specjalne wlasciwosci badanego ksztaltu lub
wymodelowaé przypadki poczatkowe komputerowo.

Zadanie. Na ile maksymalnie kawalkéw moze podzieli¢ plaszczyzne 256 elips?

Odpowiedzia jest warto$é W (256), przy czym W (n) jest wielomianem
charakterystycznym dla elipsy. Sprawdzmy wartosci poczatkowe.

2 [§ 14 26
n=1 n=2 n=3 n=4

Wiemy, ze W (n) jest wielomianem stopnia 2. Podstawiajac dowolna
tréjke wartosci n 1 W(n) z rysunku, otrzymujemy ukltad réwnan linowych.
Po rozwiazaniu, W(n) = 2n? — 2n + 2. Odpowiedz: W (256) = 130 562.

Skracanie w uogodlnieniach
Krzysztof OLES*

Sprobujmy uogdlni¢ dodawanie i odejmowanie. Te operacje dobrze znamy
(dopiero po pewnym czasie slyszymy, ze dzialanie to funkcja, funkcja to relacja,
relacja to zbiér — i popadamy w watpliwosci), mozemy wiec pokusié¢ sie o pewien
eksperyment: sprobujmy dodawaé i odejmowaé zbiory. Przed oczyma staja
diagramy Venna i wszystko wydaje si¢ oczywiste. My jednak pdjdziemy w strone
arytmetyki.

Przypomnijmy, ze R" = {(z1,...,z,) 121 €R,... 2, € R}, oraz dla
x=(21,...,2n), y = (Y1,-..,Yn) mozemy zdefiniowaé¢ dodawanie i odejmowanie
»Do wspolrzednych”, mianowicie =y = (z1 £ y1, ..., 2T, £ yn). Ponadto,
analogiczne x mozemy przemnozy¢ przez A € R w nastepujacy sposéb:

Az = (Azx1,...,Ax,). Po tej nuzacej retrospekeji pojawiaja sie¢ dzialania. Dla
A, BCR"
(1) A+B={a+b:ac Abe B}.

Kiedy dodamy (nomen omen), ze dla odejmowania sytuacja jest podobna, to
calo$¢ staje sie jasna. Czy aby na pewno?

Pojawiaja sie¢ pytania dwojakiego rodzaju. Geometryczne, np. co otrzymamy
sumujac koto i jego brzeg? Arytmetyczne, np. czy prawda jest, ze A + A = 2A7

W naszych rozwazaniach zajmiemy si¢ jednym z pytan arytmetycznych —
sformulujemy je w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym zbiorem w R™,
niech ponadto B i C' bedg domknietymi i wypuklymi zbiorami w R™. Jesli
A+B=A+C,toB=C.

Jan Tadeusz Stanistawski powiedzialby w tym momencie: i to by bylo na tyle.
Ostatnia linijka twierdzenia to przeciez takie zwykle skracanie (chcialoby

sie nawet co$ obustronnie poskresla¢). Zasnaé spokojnie nie pozwalaja

jednak zalozenia. Z pewna taka niedmialodcia — zacznijmy bez nich. Niech D
oznacza kolo (na plaszezyznie) o $rodku w poczatku ukladu wspélrzednych

i promieniu 1, a F jego brzeg. Latwo zauwazy¢ (ostawione hasto-wytrych
sygnalizujace zadanie dla Czytelnika), ze D + D jest kolem o $rodku w poczatku
uktadu wspoélrzednych i promieniu 2, oraz ze tym samym kotem jest D + E,
natomiast D # E. Nie mozemy bezkarnie skracac!
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