Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
31 'V 2006

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
402 (WT = 3,29) i 403 (WT = 1,53)

z numeru 9/2005

Jerzy Witkowski — Radlin 43,98
Mateusz Lacki  — Krakow 32,93
Konrad Kapcia — Czgstochowa 27,70
Tomasz Tkocz  — Rybnik 18,90
Andrzej Idzik — Bolestawiec 17,43
Jacek Konieczny — Poznan 14,91

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 517, 518
Redaguje Marcin E. KUCZMA

517. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb caltkowitych z, y, dla ktérych kazda z liczb
2z + vy, 3xr — 2y, 11z + 9y jest kwadratem liczby caltkowitej.

518. Zbior {1,2,...,3n} zostal podzielony w dowolny sposob na trzy roztaczne
zbiory n-elementowe A, B, C' (n jest dowolng liczba naturalna). Udowodnié,

ze istnieja liczby a € A, b € B, ¢ € C, z ktérych jedna jest rowna sumie dwoch
pozostalych.

Zadanie 518 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11,/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

509. Dany jest nieskonczony ciag liczb dodatnich a1, as,as,.... Niech ¢,, bedzie najwieksza liczba
calkowitg, ktérej kwadrat nie przekracza

(a1 + ...+ ap) (L + ...+ L.

ay an

Wykazaé, ze ciag c1, c2, c3, ... jest Scisle rosnacy.

510. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwazamy zbiér X, ktorego elementami sg wszystkie ciggi
(z1,...,2n) o wyrazach réwnych 0 lub 1. Okreslamy odleglosé

0(x,y) = lz1 —y1l + ... + |20 — ynl
dlax = (z1,...,2,) € X,y = (y1,..., yn) € X. Niech x,y,z € X spelniaja warunek

é(x,y) =6(y,z) = 6(z,x) = £ (wierzcholki ,tréjkata réwnobocznego” w przestrzeni metrycznej
(X, 6)). Wyznaczyé (w zalezno$ci od £) najmniejszg liczbe r, dla ktérej istnieje taki punkt s € X,

ze 0(s,x) =06(s,y) =0(s,z) =r.

509. Oznaczajac

1 1
tn = — + ...+ —,

al an
przepisujemy okreslenie ¢, jako ¢, = [V/Sntn |. Mamy ciag
zaleznosci

3n+1tn+1 = (sn + an+1) (tn +

Sp=a1+ ...+ an,

) :sntn+Xn+17
An+1

gdzie

S
> 2V/sntn

An+1
($rednia arytmetyczna i geometryczna). Zatem

sn+1tn+1 2 Sntn + 2\/ Sntn + 1= (\/ Sntn + 1)27

czyli \/Sn+1tnt1 = VSnln + 1, skad wniosek, ze
Cn+1 2 cn + 1.

Xn = Ant+1tn +

510. Jak tatwo sprawdzié¢, odlegtosé § spelnia warunki
wymagane od metryki — w szczegblnosci warunek trojkata.
Jesli wiec punkty x,y,z sa wierzchotkami , trojkata
réwnobocznego” o boku £ i jesli istnieje punkt s € X
lezacy w jednakowej d-odlegtosci od kazdego z nich, to

L =406(x,y) <0(s,x) +d(s,y) = 2r. Pokazemy, ze réwnosé
2r = { daje si¢ zrealizowad.
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Niech x = (z1,...,2n), ¥y = (y1,...
Okreslamy zbiory wskaznikéw
A={i:z;=1yi=1,z=1}, E={i: zi = 1,4:, = 0,2
B={i:zi=1y=1,2=0} F={i: 2, =0,y, =1,2
C= {Z Tq = 1,yi :O,Zi = 1}, G= {Z Xy :O,yi :O,Zi
D: {Z Z; :0,y¢ = 1,27; = 1}, H:{Z s :O,yi :O,Zi
Oznaczmy liczby elementéw w zbiorach A, B, ..., H
odpowiednio matymi literami a, b, ..., h. Wowczas

§(x,y)=d+e+c+],

§(y,z)=c+f+b+g,

0(z,x)=b+g+d+e.
Te trzy liczby sa z zatozenia réwne ¢, skad wynika, ze
d+e=c+ f=b+g= 3¢ (liczba { jest wigc parzysta).
Wystarczy teraz przyja¢ s = (s1,...,Sn),

8‘:{1 dla i€e AUBUCUD,
’ 0 dlai€ EUFUGUH.

Tak okreslony punkt s spelnia réwnosci §(s,x) = d + e,
0(s,y) =c+ f, d(s,z) = b+ g; kazda z tych trzech
liczb jest réwna %64 Zatem r = %Z jest minimalng liczba
o postulowanej wtasnosci.

,yn)7 z = (217"'72’”)'



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 'V 2006

Zadania z fizyki nr 414, 415
Redaguje Jerzy B. BROJAN

414. Jednorodna belka jednym konicem opiera sie o pionowsa Sciane, tworzac

z nig kat «, a drugi jej koniec jest podtrzymywany przez linke tworzaca ze Sciana
kat G (rys. 1). Jaki musi by¢ wspdlczynnik tarcia miedzy belka a Sciana, aby
belka nie zsunetla sie w do6t?

415. W pewnej metodzie rozdzielania dwoch izotopow A i B pewnego
pierwiastka elementarna operacja jest rozdzielenie 2 moli mieszaniny
zawierajacej 2p4 moli izotopu A na 1 mol mieszaniny, w ktérej stosunek liczb

moli jest r razy wickszy od wyjsciowego

Rys. 1

/
o,
PB PB

B i 1 mol pozostatosci. Ponadto na kazdym etapie dopuszczalne jest taczenie
(mieszanie) dowolnie wybranych prébek. Jesli » = 1,03, to ile elementarnych
operacji trzeba przeprowadzi¢, aby z 1000 moli mieszaniny o skladzie 50% A
i 50%B wyodrebnié¢ 400 moli mieszaniny zawierajacej 80% izotopu A?
Wystarczy odpowiedz przyblizona.

Wskazowka: Rozwigzanie moze by¢ oparte na obliczeniach komputerowych, albo
tez na wzorach na entropie mieszaniny.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/2005

Przypominamy tres¢ zadan:

406. Gestosé szkla wynosi 2,5 g/(:ms, a wspoélczynnik zalamania 1,5. Obliczy¢ natezenie strumienia
« $wiatla skierowanego w gére (moc na jednostke powierzchni prostopadlej) niezbedne do tego, aby

w nim lewitowalta kulka o promieniu 0,1 mm wykonana z tego szkta. Odbicie swiatla od powierzchni

kulki, absorpcje, a takze efekty falowe (dyfrakcje) nalezy pominadé.

407. Obwdd elektryczny sklada sie ze zrdodet sity elektromotorycznej i opornikéw podlegajacych

prawu Ohma; ponadto w obwodzie znajduje si¢ amperomierz oraz opornik o zmiennej opornosci
(niekoniecznie sgsiadujace). Stwierdzono, ze przy dwdéch réznych warto$ciach opornosci tego opornika
amperomierz wskazywal jednakowg wartos¢ nate¢zenia pradu. Czy jest mozliwe, zeby przy jeszcze
innej opornosci tego samego opornika amperomierz zmienil wskazanie?

406. Jesli promien swiatta pada
na kulke o promieniu R wykonang !
ze szkta w odleglosci r od jej osi I
(zob. rys. 2), to kat padania jest iy
réwny '

a = arcsin(r/R),
kat zalamania

B = arcsin(r/nR),
kat odchylenia od kierunku
poczatkowego

Y= 2(a - ﬁ)7
a zmiana sktadowej pedu

promienia wzdtuz kierunku
poczatkowego

Ap = p(l —cos~). E
I

Wprowadzilismy tu oznaczenia r

n — wspolczynnik zalamania, I

p — ped poczatkowy. Moc Rys. 2

promieniowania d P padajacego na kulke w przedziale
odleglosci od osi od r do r + dr jest réwna iloczynowi
natezenia Swiatta I przez powierzchnie pierscienia o grubosci
dr, tzn. dP = I - 2wrdr. Po podzieleniu tej wielkosci przez
predkosé $wiatta ¢ otrzymujemy ped niesiony przez te wiagzke
promieniowania w ciggu 1 sekundy, czyli site, ktora bytaby
wywierana przez wigzke, gdyby ulegta ona absorpcji. Jak
wynika z poprzedniego rozumowania, rzeczywista site F
unoszaca kulke otrzymamy mnozac dP/c przez czynnik
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(1 — cos7) i catkujac od 0 do R. Po wprowadzeniu zmiennej
u = r/R otrzymujemy wyrazenie

1
F = 127rRQ / {1 — cos [2 (arcsinu — arcsin E)} } u du.
c o n

Wystepujaca tu catke mozna obliczyé prawdopodobnie tylko
numerycznie — dla podanej wartosci n okazuje si¢ ona réwna
0,120. Po przyréwnaniu F' do ciezaru kulki %R?’pg (p—
gestosé szkta) otrzymujemy

4 2 2
3‘07120Rpgc 8,2 GW/m” = 8,2 kW/mm

407. Zadna zmiana w rozkladzie pradéw w obwodzie

nie nastapi, jesli zamienimy opornik na zrédlo sity
elektromotorycznej o wartosci rownej napieciu na tym
oporniku. Zmiana oporu opornika jest rownowazna zmianie
tej sity elektromotorycznej (pomijamy banalny przypadek,
gdy przez opornik prad nie pltynie i ta sita elektromotoryczna
jest réwna zeru). Z drugiej strony, opisany obwdd jest
liniowy, tzn. natezenie pradu ptynacego przez amperomierz
jest liniowg funkcja kazdej z sit elektromotorycznych
wystepujacych w obwodzie. Funkcja liniowa przybierajaca
jednakowsg warto$é¢ dla dwoch réznych argumentéw jest stata
— dlatego zmiana wskazania amperomierza nie jest mozliwa.

Mozna wykazaé, ze najogdlniejsza postacia zaleznosci
natezenia pradu w wybranej galtezi od oporu opornika jest
funkcja homograficzna

aR+Db

I =
cR+d




