Rozklad sw. Mikotaja

Rafal SZTENCEL "

W kazdym chyba zbiorze zadan z rachunku prawdopodobienstwa wystepuje

nastepujace

Zadanie. Niech 7 bedzie losowa permutacja zbioru {1,2,...,n}. Jaka jest
szansa, ze (k) # k dla kazdego k € {1,2,...,n}?

Bedzie ono bardziej zrozumiate, gdy ubierzemy je w tekst o roztrzepanej
sekretarce, wkladajacej losowo listy do zaadresowanych kopert, albo

o uczestnikach przyjecia, ktorzy wychodzac wkladaja losowo kapelusze. Pytamy
wtedy o szanse, ze zaden list nie trafi do wtasciwej koperty, albo zaden kapelusz

na wtasciwa glowe.

Jedli dla pewnego k mamy m(k) = k, méwimy o koincydencji. Pytamy zatem
o prawdopodobienstwo pg ,, ze liczba koincydencji bedzie réwna zeru. Mozna
je obliczy¢ ze wzoru wlaczen i wylaczen:

pO,n:1_1+

W wielu zbiorach zadan kaze sie¢ ponadto obliczy¢
prawdopodobienstwa py, dla k =1,2,...n. Jesli
chcemy, by dokladnie k£ os6b mialo na glowach
swoje kapelusze, to musimy wybraé¢ te osoby (na (Z)
sposob6w), rozdaé¢ im kapelusze (na 1 sposéb),

i wreszcie przydzieli¢ pozostalym n — k osobom
kapelusze tak, by zaden nie dostal wlasnego (na
Po.n—k + (n — k)! sposobéw). Wynika stad, ze

(D) pon—k-(mn—K)! 1

Pkn = nl = Epo,n—k =
1 11 1
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Zwr6éémy uwage, ze pp—1,, = 0 (dlaczego?). Gdy n — oo,
to

1 1 1 1 1
Prn = 1y (1_1+§_§+"'i7(nk)!) =3¢ L
Wobec tego dla duzych n liczba koincydencji ma
rozklad zblizony do rozktadu Poissona z parametrem 1.
Zapytajmy teraz, jaka jest srednia liczba koincydencji?
Wystarczy obliczyé

(1) €n = Zk * Pk,n>»
k=0

co jest mozliwe, cho¢ nieprzyjemne. Pewna wskazdwka
moga by¢ srednie e; = e = 1 oraz $rednia w rozkladzie
Poissona — réwna parametrowi rozktadu, czyli 1.
Sprobujmy obliczyé es za pomoca tabeli wszystkich
permutacji:
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Jest 6 mozliwych permutacji. Sumujac liczby
koincydencji w wierszach, widzimy, ze jest ich
340+0+14+1+4+1=6, czyli srednio jedna na jedna
permutacje. Nieco inaczej: z tabeli widaé, ze
1 1
Po,3 = 3 P13 = 2
zatem wzér (1) przybiera postaé

1
p23=0, p33= 5

=0 1+1 1+2 0+3 1—1
@a=V3 2 6

Koincydencje pojawiaja sie w wierszach dos¢
nieregularnie, dlatego dowdd faktu, ze e, =1

dla kazdego n € N jest pracochtonny. Spojrzmy

teraz na kolumny tabeli — w kazdej kolumnie sa 2
koincydencje! W ogélnym przypadku jest n kolumn,

w kazdej % -n! = (n — 1)! koincydencji, czyli tacznie n!,
zatem znéw $rednio jedna na jedna permutacje. Wynika
to z symetrii, bowiem w kazdej kolumnie jest tyle samo
jedynek, dwojek, itd. Udowodnilidmy, ze e, = 1 dla
n=12,...

Argument ten mozna przedstawi¢ w jezyku zmiennych
losowych. Niech X} oznacza liczbe wlasciwych kapeluszy
na glowie k-tej osoby. Obliczamy Srednig (czyli wartosé
oczekiwana):

1 n—1 1

EXp=1-—+0- ==,
n n n

bowiem — ze wzgledu na symetri¢ — kazdy kapelusz
ma takie same szanse znalezienia si¢ na glowie k-tej
osoby. Jesli X jest liczba wlasciwych kapeluszy

na glowach, to

1
EX=EX1+...+X,)=EXj+...+EX,,=n-—=1.
n

Na zakonczenie powinnismy wyjasni¢, skad sie wziat
tytul artykulu. Piszacy te stowa brat kilkakrotnie udzial
w szkolnej imprezie mikotajkowej. Prawie zawsze po
wylosowaniu prezentéw ktos dostawal swoj wlasny
(chyba nigdy sie nie zdarzylo, zeby az dwa prezenty
wrécily do fundatoréw). Moze wiee rozklad liczby
powracajacych prezentéw powinien wziaé¢ nazwe od
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