Oto pietnadcie poczatkowych liczb
Fibonacciego: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, 233, 377, 610

Maia delld

Nieskonczona zabawa

Czytelnicy Delty znaja z pewnoscia liczne wlasnosci trojkata Pascala

i potrafia odkry¢ w nim mnéstwo ciekawych ciggéw: ciag liczb
trojkatnych, ciag liczb czworosciennych (tetraedralnych) itp. Byé moze
jednak niewielu czytelnikow zetknelo sie z inna, znacznie p6zniejsza
konstrukcja, w ktorej takze ukrytych jest wiele ciagéw i wtasnosci.

Oto ona: 2 3 5 8 13 21 34

1

4 11 18 29 47 76 123
6 10 16 26 42 68 110 178
9 15 24 39 63 102 165 267
12 20 32 52 84 136 220 356
14 23 37 60 97 157 254 411
11 | 17 28 45 73 118 191 309 500
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Zobaczmy, jak zbudowana jest ta nieskonczona macierz, zwana macierza
Wythoffa. Pierwsze dwie kolumny stanowig jedynie material wyjsciowy
dla calej konstrukecji i nie naleza do macierzy. W pierwszej mamy numer
wiersza, poczynajac od 0. W drugiej. .. Najpierw krétkie przygotowanie.
Kazda liczbe naturalna mozemy przedstawi¢ jednoznacznie w postaci
sumy réznych liczb Fibonacciego, tak ze zadne dwa sktadniki tej sumy
nie sasiaduja w ciagu Fibonacciego (patrz Delta 10/2005). Na przyklad,
50 = 34 + 13 4 3. Jesli w rozkladzie liczby m zastapimy kazdy sktadnik
liczba nastepujaca bezposrednio po niej w ciggu Fibonacciego,
otrzymamy nastepnik Fibonacciego liczby m, ktory oznaczymy S(m)
(uwaga: 1 zastepujemy przez 2!). Na przyktad, S(50) = 55+ 21 4+ 5 = 81.
Ot6z w drugiej kolumnie, w wierszu o numerze n mamy liczbe S(n) + 1.
Dalej juz tatwo: kazda nastepna liczba w danym wierszu jest suma dwdéch
liczb poprzedzajacych ja w tym samym wierszu.

Céz ciekawego jest w takiej nieskonczonej tablicy? Poszukajmy.

W pierwszym wierszu wystepuje we wlasnej osobie sam ciag
Fibonacciego. Niewielka to niespodzianka: zaczeliSmy od 0 i 1 i potem
stosowalismy regute budowania tego ciagu. Nieco bardziej zaskakujacy
jest fakt, ze kazdy wiersz macierzy zaczyna sie od pierwszej liczby,

ktéra nie pojawilta si¢ w poprzednich wierszach tej macierzy. A czy
przypadkiem jest to, ze kazda kolejna liczba w wierszu jest nastepnikiem
Fibonacciego poprzedniej? Czy mozna wyjasni¢, dlaczego réznice miedzy
liczbami z, na przyktad, trzeciego i pierwszego wiersza tej samej kolumny
s jakie sa? A czy réznice migdzy liczbami z, na przyktad, czwartego

i pierwszego wiersza tez sie tak ciekawie ukladaja? A réznice miedzy
liczbami z sasiednich wierszy? Zapraszam do wyszukiwania wszelkich
ciekawych faktéw dotyczacych macierzy Wythoffa. Jak juz je zauwazycie,
moze zechcecie pomysleé, dlaczego tak jest?

A przy okazji wybierzcie dwie liczby catkowite dodatnie, a potem —
traktujac je jako pierwsze dwa wyrazy — zbudujcie na nich ciag na takiej
samej zasadzie, na jakiej jest zbudowany ciag Fibonacciego. Rozejrzyjcie
sie po macierzy Wythoffa: czy Wasz ciag przypadkiem nie wystepuje

w ktoryms$ wierszu? No, moze niekoniecznie od pierwszego wyrazu ...
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