Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 2006

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
503 (WT = 1,21) i 504 (WT = 2,22)
z numeru 6/2005

Zbigniew Sewartowski 45,16
Marian Lupiezowiec 40,93
Andrzej Jézwik 40,64
Tomasz Rawlik 5-39,35
Pawel Najman 1-38,28
Zbigniew Galias 1-38,09
Michal Jézwikowski 38,07
Marcin Kasperski 2-36,86
Janusz Olszewski 7-36,01
Andrzej Daniluk 1-34,80
Adam Dzedzej 31,71
Marek Prauza 3-30,56
Tomasz Wietecha 6-29,76
Leszek Grzanka 29,14
Mieczystaw Jedrzejowski 27,23
Pawel Walter 26,78
Jan Czardybon 26,21
Michal Kieza 1-26,15
Krzysztof Kaminski 25,30
Franciszek Sikorski 23,28
Michal Jastrzgbski 22,99
Grzegor Karpowicz 22,24
Dariusz Kurpiel 2-22,21
Maciej Mostowski 1-20,04

Witamy kolejnego (101.) czlonka
Klubu 44 M, ktérym zostal pan
Zbigniew Sewartowski.

Legenda (przykladowo): stan konta
7-36,01 oznacza, ze uczestnik juz
siedmiokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (6smej) rundzie ma 36,01
punktéw.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikow ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2003, 2004
lub 2005.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktorzy rozstali sie z ligy trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

Janowicz (8), P. Kaminski (5), M. Galecki (5),
Uryga (4), A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
Rawlik (5), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (9),
Gadzinski (7), K. Jedziniak, J. Olszewski (7),
Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (6),
Jézefezyk, J. Witkowski (4), W. Bednorz,
Dyda (4), M. Peczarski, M. Adamaszek,
Kubit, J. Cisto (4), W. Bednarek

TmHCrTegas

(jesli uczestnik przekroczyl bariere
44 punktéw wigcej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylacé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 515, 516
Redaguje Marcin E. KUCZMA

515. W Sciane ABC'D szeScianu o krawedzi 1 wpisany jest okrag w.
Wierzcholek E jest koncem krawedzi AE prostopadiej do AB i AD. Okrag 2
jest opisany na tréjkacie BDE. Obliczyé¢ dlugosé najkrétszego odcinka taczacego
punkt okregu w z punktem okregu 2.

516. Rozwazamy operacje, ktora uporzadkowanej parze dodatnich liczb

(20, b—a) gdya<b,
(a—b, 2b) gdy a>Db.
Startujemy od zadanej pary (ag,bp) liczb calkowitych dodatnich i powtarzamy
algorytm. Przerywamy, gdy pojawi sie para liczb, z ktorych jedna jest zerem.
Scharakteryzowac te pary poczatkowe (ag, bg), dla ktérych algorytm zatrzyma
sie w skoniczonym czasie.

calkowitych (a, b) przyporzadkowuje pare (a’,d’)

Zadanie 516 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2005
Przypominamy tres¢ zadan:

507. (a) Czy zbiér wszystkich liczb wymiernych wiekszych od 1 mozna przedstawié¢ jako sume dwéch
zbioréw rozlacznych A, B, co najmniej dwuelementowych tak, aby

e suma dowolnych dwdéch réznych liczb ze zbioru A byta elementem zbioru A

oraz

e suma dowolnych dwéch réznych liczb ze zbioru B byta elementem zbioru B 7

(b) To samo pytanie, po zastgpieniu wyrazenia suma dowolnych dwéch réznych liczb przez iloczyn
dowolnych dwéch réznych liczb.

508. Czworokat ABCD jest opisany na okregu. Boki AB, BC, CD, DA sa do tego okregu styczne
odpowiednio w punktach K, L, M, N. Odcinki KM i LN przecinaja si¢ w punkcie S. Wykazaé, ze
|KS |AK| - |BK]| |CD|
[MS| ~ ~ |AB|  |CM]|-|DM]|"

507. (a) Wykazemy, ze nie istnieje rozbicie o podanej wlasnosci.

Przypuéémy bowiem, ze istnieje, i wezmy pare réznych liczb a,a’ € A oraz pare
réznych liczb b, b’ € B. Dla kazdej czwérki liczb catkowitych dodatnich k, k’,1,1" mamy
ka+ka €A, W+I'V €B

(uzasadnienie indukcyjne: jedli s = ka + k'a’ € A, to w my$l podanego warunku

s+a€ A, s+a € A; analogicznie dla zbioru B).

Niech ¢ bedzie dowolnym wspoélnym mianownikiem liczb wymiernych a,a’, b, b’

Zachodzi réwnosé (bg)a + (b'q)a’ = (aq)b + (a’q)b’. Ale, zgodnie 7z wykazana wlasnoscia,

suma po lewej stronie jest elementem zbioru A, a suma po prawej — elementem

zbioru B. To daje oczekiwana sprzecznosé, bo zbiory A i B sa rozlaczne.

(b) OdpowiedZ zmieni sie, gdy w rozwazanym warunku zastapimy sume przez iloczyn.

Oto przyktad zadanego rozbicia:
A={n/p: n,peN, n>p;

B={l/m: l,meN, | >m;

kazdy z tych zbioréw jest zamkniety wzgledem mnozenia.

n nieparzyste, p parzyste},

m nieparzyste, };
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Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

,dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

P. Jedrzejewicz, M. Kasperski, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, D. Kurpiel, J. Lazuka,
J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,

R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,

S. Solecki, G. Zakrzewski;

a+b

d c
Sy
s c—&-dWJrc—&-d

b a

sjednokrotni”: T. Bieganiski, W. Boratynski,
M. Czerniakowska, A. Daniluk, P. Figurny,
M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasifiski, A. Gluza,
T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
M. Kieza, J. Klisowski, J. Kraszewski,

. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer, (1)
. Latala, P. Lipinski, P. Lizak, J. Manidziuk,
Marczak, M. Marczak, M. Matlega,
. Mazurek, H. Mikotajczak, M. Mikucki,
Milczarek, R. Mitraszewski, M. Mostowski,
Najman, W. Olszewski, R. Pikula,
Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski, (2)
Skalik, A. Smolczyk, Z. Surduka,
. Szymezyk, W. Szymezyk, K. Trautman,

Wach, T. Warszawski, K. Witek, A. Woryna,
. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus, K. Zawislawski,

i zauwazmy, ze

WTeTwD

T TAN

Zmijewski.

508. Przyjmijmy oznaczenia:
a=|AN|=|AK]|, b= |BK|=|BL]|,
c¢c=|CL|=|CM|,d=|DM|=|DN|.
WeZmy pod uwage wektory

S_B): ab
SD=

53 (554 557).
(G50 +557)

cd(a+b)SK + ab(c + d)SM =

- abcd(éﬁ-&- %S_B) + %ﬁJr éS_D))

Przez cykliczne przesuniecie oznaczen otrzymujemy analogiczng réwnos$é

da(b+ ¢)SL + be(d + a)SN =

- bcda(%s—é + %S—C)-‘r ésﬁ + 2571)

Lewa strona wzoru (1) przedstawia wektor réwnolegly do SK , a lewa strona (2) —

wektor réwnolegly do SL. Ale wektory SK i ST nie sg réwnolegle, a prawe strony
(1) i (2) sa réwne. Stad wniosek, ze zaréwno wektor (1), jak i wektor (2) — to wektor
zerowy. W szczegdlnosci wiec

cd(a + b)SK = —ab(c + d)SM

i wystarczy przyréwnaé dtugosci tych wektoréw, aby otrzymaé teze zadania:
|[CM|-|DM]|-|AB|-|SK|=|AK|-|BK|-|CD|-|SM|.

Co ciekawego w lidze matematycznej? Niewatpliwym hitem minionego sezonu byto
ukonczenie dziewiatej rundy przez jednego z uczestnikow. Przypomnijmy: cztonkiem
Klubu 44 zostaje sie po zgromadzeniu 44 punktéw. Te czterdziestkiczwérki mozna
dowolnie wiele razy powtarzac... Przez dlugie lata nickwestionowanym liderem

byt Jerzy Janowicz z Bolestawca, ktory juz pod koniec roku 1993 zamknat 6sme

okrazenie. Dtugo czekaliémy, by kto$ wykonal dziewie¢ rund. Zrobit to Piotr Kumor

z Olsztyna. Serdecznie gratulujemy! Oczekujemy kontynuacji (po n-tym okrazeniu
zawsze przeciez moze by¢ (n+1)-sze) i zapraszamy innych uczestnikéw do podjecia tego

wspolzawodnictwa.

Matematyczny Klub 44 liczy juz przeszto setke. Z numerami
99, 100, 101 weszli: Michat Kieza z Warszawy, Tomasz
Warszawski z Krakowa, Zbigniew Sewartowski

z Wieliczki.

PrzejdZzmy do zadan. Jest o czym moéwié; bylo w tym
roku kilka zadan rzetelnie trudnych. Spora w tym zastuga
(a moze raczej: za to odpowiedzialnosé) wlasnie naszego
(9x44)-laureata P. Kumora, autora fascynujacych zadan
492 i 500, nie tylko trudnych, ale i eleganckich w tresci.
Jak zobaczymy z oméwienia, klasa dla siebie wérdd
rozwiazujacych byt Jerzy Cisto z Wroctawia — rozwiazal
bezbtednie wszystkie 20 zadan, w tym jako jedyny (!)
geometryczne zadanie 501 (ktére wbhrew oczekiwaniu

i zamierzeniu redaktora ligi okazalo sie najtrudniejsze).

Omoéwienie rozwigzan bedzie skrétowe; na pelne
uzasadnienia wszystkich krokéw potrzeba by bylo znacznie
wiecej miejsca. Czytelnikéw, ktérych to czy inne zadanie
zainteresuje, zachecamy do samodzielnego uzupetnienia
pominietych szczegdtéw.

Zadanie 490. [Ile jest permutacji 7 zbioru {1,...,n}

o wlasnosci |m(i4+1) — w(d)| > 1, gdy n = 15 7] (wspdlczynnik
trudnosci WT'=2,61; liczba poprawnych rozwiazain LPR=4).
Rozwigzanie firmowe to byt zestaw kilku wymyslnych
rekurencji. P. Kumor znalazl dwie z nich, co pozwolito
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zredukowaé problem do numerycznego przebadania
permutacji zbioru 13-elementowego. Z. Galias

zaatakowal problem numerycznie od razu dla n = 15, tez

z powodzeniem. Bardziej elegancka metoda bytla oparta

na wzorze wlaczen i wylaczen; ta metoda rozwiazali zadanie
J. Cisto i J. Olszewski:

Jesli Ay ={mr e Q: |n(i+1) —7()| =1} (i =1,...

gdzie €2 jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru
{1,...,n}, to

n—1 n—1
‘Q\ U A =[]+ > -ka,
i=1 k=1

ap = Z ‘Ailm...

i< .. <ip

an_1)7

N A,

Gdy indeksy 1, ..
spéjnych, to (nietrudno zobaczy¢, ze)

|[Aiy N N As | =27 (n — k)L
Na ile sposobéw mozna wybra¢ indeksy i1 < ... < iy tak,
,n—1,n)

., ik tworzg j rozdzielonych blokdw

aby mieé j rozdzielonych blokéw? Ciag (0,1, ...
rozbijamy na 2j+1 niepustych blokéw, numerujac je

kolejno od lewej strony tak, zeby suma blokéw o numerach
parzystych byta zbiorem k-elementowym — ta suma da zbiér
indeksow. Problem sprowadza si¢ do podziatu liczby k na j
niezerowych skladnikéw oraz (niezaleznie) liczby n+1—Fk



na j+1 niezerowych sktadnikéw; wynikiem jest iloczyn
(k_l) ("_k) Stad ostateczny wynik

j—1 J

n—1 n—1 k 1 k
0 Al =nl+ Y (= DF(n — k) (,_)(”_, )21',
\\L_J ;()( )%H ;

ktéry dla n = 15 daje wartosc liczbows 175203 184 374.
Ciekawe, czy wzor ogdlny da sie zwinaé do bardziej zwartej
postaci. . .

Zadanie 492. [Dane a,b,c, a, 8,7 > 0; S, = a® + b* 4 ¢,
Te=a"+p"++% S1=T1, Sa=Ts, S3>Ts = Sp >Th
dla n > 3] (WT'=3,59; LPR=2). Autor zadania, Piotr
Kumor, udowodnil te implikacje stosujac mnozniki
Lagrange’a (w R® — pracochtonne badanie licznych
konfiguracji brzegowych). Rozwiazanie firmowe pochodzi
od redaktora ligi. Dwa dowody znalezione przez uczestnikéw
konkursu sa jeszcze catkiem odmienne, i chyba zgrabniejsze.

Jerzy Cisto wprowadzil funkcje tworzace

S(z) = Z Spz®,  T(x)= ZTkxk
k=0 k=0

oraz pomocnicze wielomiany
(1 - az)(1 - B2)(1 — 72) = H(x),
(1 —az)(1 — bx)(1 — cx) = H(x) — Az?,
A =abc — afy > 0,

i uzyskal tozsamosé

F(z) = i N"H (z) "™ = i F,x";
m=0 n=0

wspoélezynniki F), sa nieujemne (co wynika z potegowego
rozwiniecia (1 — ax)™"'), przy czym Fo =1, F} = F» =0,
F5 =\ > 0; zatem dlan > 3

Sn=FoTn+ F3Th—s+ (FsTh_a+ ...+ F,To) >

To podejscie bardzo profesjonalne. Znacznie bardziej
elementarne rozwiazanie przedstawil Pawel Najman:

Dla ustalonych wartoséci S1 = T1, S2 = T» niech J bedzie
zbiorem tych wartosci ,,parametru” x, dla ktérych uktad
réwnan z +y + z = S1, 2 + 4% + 22 = S2 ma rozwiazanie
Y, z, spelniajace warunek x > y > z > 0; zbioér J okazuje
si¢ by¢ przedzialem, a niewiadome y, z sg dla x € J dane
wzorami

yw) = 3 (51— +VE), 2(0) = §(Si—o = VB),

gdzie A = —32% + 2512 — S7 + 25,. Przyjmujac, ze
azb>c azfB 2y mamy y(a) =b, 2(a) = c, y(a) = 5,
z(a) = ~y. Niech

fo(@x)=2" +y(z)" + 2(x)" dla neN, z € J.
Funkcje f1 = S1, fo = Sa s stale, wiec ¢’ + 2’ = —1,
yy' + 22 = —x; korzystajac z tych réwnan mozna stwierdzié
(rachunki), ze f, > 0 wewnatrz J dla n > 3. Z warunku
zadania f3(a) > fs(a); stad a > «, wiec fn(a) > fn(a) dla
wszystkich n > 3, czyli S, > T,.

Zadanie 493. [Wielo$cian wypukty, krawedzie 2-kolorowane
= 3 wierzchotek, wokét niego < 2 zmiany koloru]
(WT=2,71; LPR=3). Jak nam u$wiadomit J. Cisto, to
twierdzenie znajduje si¢ w ksiazce M. Aigner, G. M. Ziegler
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Dowody z Ksiegi. Tam na stronie 80 znajda Czytelnicy
prosty dowdd, oparty na wzorze Eulera (zgrabniejszy niz
indukcyjne rozwigzanie firmowe). Dokladnie taki sam dowdd
przedstawili autorzy pozostatych dwéch dobrych rozwigzan
J. Olszewski i T. Warszawski.

Zadanie 498. [a1 > ... 2 an > 1;a; €N, > a; = 2n;

iy —s——&—azk ;éndlail < o<1 = (ah“.,an) :?]
(WT=2,58; LPR=12). Wigkszos¢ rozwiazan — a la firmowe,
lub indukcyjny dowdd tezy (a2 =1 lub an > 1). Na uwage
zastuguje prostsze rozumowanie, ktore przeprowadzili

K. Dorobisz, M. Kieza, T. Warszawski:

Niech s = a1 + ... + ag; rozwazamy n liczb

a1, An, Gn+S1, An+S2, ..., Gn+Sn—2; z zalozen wynika,

ze sg one niepodzielne przez n oraz ze usuniecie jednej

z pierwszych dwoéch liczb (a1 lub ay) daje uktad n—1 liczb
parami réznych (mod n). Stad wniosek, ze a1 = an (mod n),
wiec albo a1 = an + n, albo a1 = an; pierwsza mozliwosé
wyznacza ciag (n+1,1,1,...,1), a druga (2,2,...,2) (dobry,
gdy n nieparzyste).

Zadanie 500. [Znalezé liczbe n € N (im mniejsza tym lepiej)
o wtlasnosci:

VACZ?=7xZ (|JA| =n) Jai,...,a5 € A:

(a1 +... 4 as5) € Z%)] (WT=3,12; LPR=?). Trudno

tu méwié o ,,poprawnych rozwigzaniach”, bo w zadaniu
chodzito o podanie jakiegokolwiek ,,dobrego” n.

W rozwiazaniu firmowym pokazano, ze n = 16 jest za male
oraz ze dobre sa np. n = 101 (trywialnie), n = 41 (tez dos¢
tatwo). Te dwie wartosci wskazywali na ogdt rozwiazujacy.
Autor zadania Piotr Kumor wykazal, ze n = 33 jest dobre.
Liczyliémy na poprawienie tego wyniku przez uczestnikéw
ligi. I nie zawiedli$my sie!

Jerzy Cisto wykazal, ze n = 17 jest dobre —

uzyskal zatem warto$¢ optymalna. Taka teza

nietrudno wynika z nastepujacego lematu: W zbiorze

7% =1{0,1,2,3,4} x {0,1,2,3,4} kazdy z nizej wypisanych
ciggow zawiera pieciowyrazowy podcigg o sumie zerowej
(mod (5,5)) (rézne litery oznaczajg dowolne rézne punkty
zbioru Z3)

(a,a,b,b,c,c,d,d,e,e),

(a,a,a,b,b,b,¢,¢c,¢,d,d,d,e),

(a,a,a,b,b,b,¢,c,c,d,d,e, f,g),

(a,a,a,b,b,b,¢c,c,c,d,e, f,g,h),

(a,b,¢,d,e, f,g,h,1).

Autor pracy przyznal, ze dla ciagu tej ostatniej postaci ma
jedynie uzasadnienie numeryczne; dla pozostalych — réwniez
teoretyczne (wiele przypadkéw), choé¢ oczywiscie i one dadza
sie sprawdzi¢ komputerowo (w czasie bliskim zeru).

Mozna rozwazaé analogiczne zagadnienie w Z2,, dla
dowolnego m € N (u nas m = 5). Hipotez¢ A. Kemnitza
(1983) gloszaca, ze minn = 4m — 3, udowodnili (2003)
niezaleznie dwaj mtodzi matematycy: C. Reiher oraz

C. di Fiore (o czym dowiedzieliSmy si¢ niedawno). Dla
wyzszych wymiaréw (Z%,, d > 2) problem jest otwarty.

Zadanie 501. [Wspolérodkowe okregi €2, w (promienie

R > r); czworokat ABC'D wpisany w okrag w; pélproste
AB™, BC™,CD™, DA™ w przecieciu z {2 wyznaczaja
drugi czworokat; stosunek obwoddéw tych czworokatéw

= R/r; obliczy¢ te obwody] (WT=3,75; LPR=1). Trudnosé
tego zadania zdecydowanie przerosta oczekiwania! Jedyne
pelne rozwigzanie (J. Cisto) nie réznito si¢ w sposéb istotny
od firmowego.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

30 IV 2006

©

©

Zadania z fizyki nr 412, 413
Redaguje Jerzy B. BROJAN

412. Proces fermentacji win musujacych trwa jeszcze — jak wiadomo — po
rozlaniu ich do butelek i zakorkowaniu, przy czym powstaje metny osad, ktéry
usuwa si¢ na ostatnim etapie produkcji wina. Dokonuje si¢ tego nastepujaco:
butelka jest wtedy przechowywana szyjka do dotu, zatem osad skupia si¢

w szyjce. Szyjke te sie zamraza, tak ze przy korku powstaje warstwa lodu,
odwraca sie butelke do pozycji normalnej, wyciaga korek wraz z lodem

i zawartym w nim osadem i korkuje butelke ponownie. Wino jest wtedy juz
nasycone dwutlenkiem wegla pod ci$nieniem. Dlaczego wiec przy otwieraniu
butelki wino si¢ nie pieni i nie ,ucieka” z butelki, tak jak podczas zwyklego
otwarcia?

413. Na dwoch walcach obracajacych sie w przeciwne strony potozono
jednorodny klocek (rys.) tak, ze jego $rodek byl poczatkowo nieco blizej
jednego z walcow. Odleglosé osi walcow jest réwna d, wysokosé klocka — h,

a wspolczynnik tarcia walcéw o klocek — f. Poda¢ warunki, przy ktérych ruch
klocka jest harmoniczny i obliczy¢ okres drgan.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/2005

Przypominamy tres¢ zadan:

404. Istniejg dwa rézne mechanizmy fizyczne i fizjologiczne dajace efekt styszenia przestrzennego
(okreslania kierunku fali dzwiekowej), przy czym jeden z nich dziala gtéwnie dla czestotliwosci
powyzej okoto 5 kHz, a drugi gtéwnie dla czestotliwosci ponizej okoto 2 kHz. Na czym polegaja te
dwa mechanizmy i dlaczego majg ograniczone zakresy dzialania?

405. Opor przewodu na jednostke dlugosci jest rowny p. Przewodem tym przestano prad

na odleglo$é | do odbiornika o oporze R, przy czym drugi przewdd jest bezoporowy (mozna przyjaé,
ze jest nim ziemia). Obliczy¢ sprawno$é przesylu energii, jesli przewodnictwo migdzy przewodami
(odwrotno$é oporu) na jednostke dlugosci jest réwne o.

404. Zmyst stuchu moze reagowaé na réznice natezen
dzwieku dobiegajacego do uszu lub na réznice faz. Pierwszy
mechanizm dziata silniej dla fal krétkich, ktérych ugiecie
na gtowie jest stabsze, natomiast drugi — silniej dla fal
dtugich. Przyktadowo, dla dzwieku o czestotliwosci 5 kHz
dtugosc fali wynosi okoto 7 cm, co oznacza, ze przesuniecie
fazy miedzy sygnatami odbieranymi przez oboje uszu jest
zbyt duze i zbyt silnie zalezne od czestotliwosci, aby system
nerwowy mogl je tatwo przeanalizowad.

405. Zar6wno natezenie pradu I, jak i napiecie U, sg
zmiennymi — funkcjami odleglosci = od Zrédla zasilania.
Opornoé¢ przewodu powoduje na odcinku dz spadek
napiecia zgodnie ze wzorem dU = —Ipdx, a przepltyw pradu
miedzy przewodami powoduje spadek natezenia pradu
wedlug wzoru dI = —Uodz. Rozwigzaniem tego uktadu
rownan rézniczkowych sa funkcje

U=Uie +Use ™, I= \/%(Uge_’\x —Use™)

gdzie A = /po. W punkcie « = 0 napiecie jest réwne napieciu
zrédla Uy, a w punkcie = [ (przy odbiorniku) naktadamy
warunek U = I R. Stad po przeksztalceniach otrzymujemy

UQ(K— 1) Uo(lﬁ—l— 1)

Ul:eQ’\l(ﬁ—f—l)—&—ﬁ—l’ e~ (k—1)4+rk+1

Uz =

gdzie wprowadzono bezwymiarowy parametr kK = Ry/o/p.
Moc zZrédia jest réwna

221
+1)—(k—1)
Po=Unly = U2, |2 &
o = Uolo UO\/;eQAlK+1)+K_1

Podobnie obliczamy moc odbiornika

o 4re*M

P=U2 =
N\ o (M (k+1) +r—1)2

Ostatecznie sprawnosé¢ wynosi
P 4K

B Mk +1)2 —e 2(r—1)2

n

A teraz oméwienie wybranych zadan z ostatniego rocznika.

Zadanie 384 [Obliczenie masy Ksigzyca na podstawie wysokosci plywéw]
(wspétezynnik trudnosci WT' = 1,30, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 5).

Problem ten nie jest, ma sie rozumieé, catkowicie oryginalny, dlatego M. Lacki mogt
postuzy¢ si¢ rozwigzaniem zawartym w podreczniku Szczeniowskiego, a K. Kapcia —
oprzed sie na artykule M. Korzyniskiego z Delty 1/2004. Autorem trzeciego bezblednego
rozwiazania byt A. Idzik, a dobre odpowiedzi przystali takze J. Witkowski i Oliwia
Madej.

Zadanie 389 [Wyznaczy¢ moment maksymalnego zblizenia zrédta dzwieku

na podstawie przebiegu odbieranej czestotliwosci] (WT = 3,21, LPR = 0). W tresci
zadania pominiety zostal warunek, ze zrédto porusza sie ruchem jednostajnym. Nie
kazde przeoczenie autora moze skorygowaé ,fizyczny zdrowy rozsadek”, ktérego tak
zazdroscit p. Marcin Kuczma fizykom w swoim oméwieniu ligi matematycznej rok
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Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 401 zadaniach

Zbigniew Galias
Jerzy Witkowski
Tomasz Rudny

Marian Lupiezowiec

Jacek Piotrowski
Mateusz Lacki
Konrad Kapcia
Tomasz Wietecha
Andrzej Idzik
Tomasz Tkocz

Michat Jézwikowski

Leszek Grzanka
Piotr Kumor

Jacek Konieczny
Piotr Ladyzynski

Kazimierz Gryszko

Radostaw Poleski

Andrzej Nowogrodzki

Krakéw
Radlin
Warszawa
Zebrzydowice
Rzeszéw
Krakéw
Czestochowa
Tarnéw
Bolestawiec
Rybnik
Btlonie
Chechtlo
Olsztyn
Poznan
Michalin
Gliwice
Kolobrzeg
Chocianéw

42,38
41,14
31,48
30,22

1-29,30
28,77
25,19

5-19,44

6-17,43
17,37
14,77
14,03
13,92
13,38
10,21
9,18
8,65

2-7,45

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie

zadania z rocznikéw 2003-2005 oraz majg

w biezacej rundzie na swoim koncie co

najmniej 7 punktéw. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl juz 44

punkty.

£
2
-
h
<
ni
R

temu (kiedy to zabraklo pewnego oczywistego, a niezbednego warunku w tresci jednego
z zadan). Na szczesdcie, nie to okazalo sie gtéwna przyczyna trudnosci. Najwyzsze

oceny uzyskali K. Kapcia i J. Witkowski, nie przekraczajac jednak bariery potowy
punktow.

Zadanie 393 [Szybkos¢ spadania magneséw w rurze miedzianej] (WT = 3,33,

LPR = 1). Zadanie to stato si¢ powodem dtuzszej dyskusji w redakcji Delty,

a przeprowadzone do$wiadczenia pozwolitly uniknaé¢ nadmiernych uproszczen

w rozwiazaniu poczatkowo przewidzianym do druku (dziekuje kol. Piotrowi
Zalewskiemu za wnikliwa krytyke). Dodatkowe do$wiadczenia ukazaly jeszcze

jedna niewymieniong poprzednio subtelnosé: gdy liczba poltaczonych magneséw jest
dobrana tak, aby spadaly szczegdlnie wolno, istnieje taka grubosé rozdzielajacej je
przektadki, z ktérg te magnesy spadaja najszybciej, w szczegblnosci szybciej niz

bez przekladki i szybciej niz dwie poléwki oddzielnie (ktére mozna uwazaé za czesci
rozdzielone przektadka nieskonczenie gruba). Sadze, ze wyjasnienie tego efektu wymaga
tylko przywotania dwéch konkurujacych mechanizméw wskazanych w rozwigzaniu

z Delty 6/2005: ztaczone magnesy wytwarzaja silniejsze pole przy biegunach (tzn.

z zewnetrznej strony), a rozsuniete na duza odlegto$é maja za to faktycznie cztery
bieguny zamiast dwoéch. Najwidoczniej istnieje takie rozsunigecie magneséw, ktore
znaczaco ostabia zewnetrzne bieguny nie pozwalajac jeszcze efektywnie dziataé
biegunom wewnetrznym. Jedyne dobre rozwiazanie tego zadania przystal K. Kapcia.

Zadanie 394 [Domek z kart] (WT = 3,10, LPR = 2). Oto zdumiewajacy przyktad
yswahniecia” wspolczynnika trudnosci — zadanie bylo tatwe i standardowe, a wyniki
okazaly sie gorsze od wielu nieporéwnanie trudniejszych! Autorem bezblednego
rozwiazania jest T. Tkocz, a dobrego — M. Lupiezowiec.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci uzyskiwania statusu Weterana):
P. Bata, D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (6), T. Wietecha (5), J. Lazuka, M. Wéjcicki
(jesli uczestnik zdobyl 44 punkty wigcej niz 3 razy, podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F (alfabetycznie):

.dwukrotni”: J. Lipkowski, A. Nowogrodzki, P. Perkowski;

jednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski, A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak, B. Mikielewicz, L. Motyka,
R. Musial, J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach.

-]

Rozwigzanie zadania M 1125.

Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze punkt D jest ustalony, tzn. jedynym punktem okrggu w
zmieniajacym polozenie jest punkt A (rys.). Punkt C' otrzymujemy obracajac punkt A wokél punktu
D o 90°. Zatem wierzchotek C kazdego sposréd rozpatrywanych kwadratéw lezy na okregu w’,

ktéry powstaje z okregu w przez obrét o 90° wokét punktu D. Zadanie sprowadza sie tym samym

do wyznaczenia odlegltoéci od punktu O do najdalszego punktu okregu w’. Bez trudu stwierdzamy, ze

odleglosé ta wynosi OO’ + 1 = /2 + 1, gdzie O’ oznacza $rodek okregu w’.

Rozwigzanie zadania F 661.
Niech fi i f2 oznaczaja ogniskowe soczewek dla swiatta czerwonego. Ze wzoru na ogniskowsg cienkiej
soczewki wiemy, ze ogniskowe dla $wiatla niebieskiego wynosza odpowiednio

. ny —1 . ns — 1
| ———— oraz fo——mm—.
ny +Any — 1 ng — Ang — 1
1 1
Stad ogniskowa ukladu bardzo blisko polozonych soczewek to ? = f_ + f_ dla Swiatta czerwonego i
1 f2

1 1 ( Anl ) 1 ( Anz )
=1+ +—(1-
fh ny —1 f2 ng — 1

dla niebieskiego. Z tych wzoréw obliczamy, ze
1

ne — 1 Ang
ny — 1 Ans

fi=f{1+

f2:f(1+n171An2)

ne — 1 Ang

Rozwigzanie zadania F 662.

Niech R = 6400 km oznacza promien Ziemi. Aby promienie byly zaginane zgodnie z krzywizna
Ziemi, czota fali musza poruszac si¢ jak na rysunku, czyli predkos¢ swiatta musi by¢ proporcjonalna
do odlegtlosci od $rodka Ziemi. Wtedy opdznienie dolnej czeséci powierzchni czota fali w stosunku

2 L Stad
= —. ng =n
R+n R CRCMTMRT

do gérnej jest odpowiednie, by zagiagé tor fali: . Wstawiajac wzor
na wspolczynnik zalamania dostajemy
1003 T 6400 1013
A B 6400, 1 A )
a po obliczeniu T = 10 °C.
Takie warunki — wzrost temperatury o 10 °C na 100 m wysokosci — sa niezwykle rzadkie, ale moga
prowadzi¢ do ciekawych zjawisk, jak obrazy budowli, §wiatel lub gor znajdujacych si¢ za horyzontem.
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